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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Das Königsberger Brückenproblem

Die Geschichte der Graphentheorie beginnt mit einer Arbeit von Euler
aus dem Jahr 1736, in der er das Königsberger Brückenproblem löste.
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Abbildung 1.1:
Skizzierter Stadtplan von
Königsberg und zugehöri-
ger Graph.

Dieses Problem bestand darin zu entscheiden, ob es einen Rundweg
durch Königsberg gibt, der jede der sieben Brücken genau einmal über-
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quert. Abbildung 1.1 zeigt einen Stadtplan von Königberg mit der Lage
der Brücken.

Euler erkannte, daß man die Situation von der genauen Form der
Ufer und Brücken abstrahieren kann. Man stellt die einzelnen Ufer
durch Punkte (Ecken) dar, die durch Linien (Kanten) verbunden sind,
die die einzelnen Brücken repräsentieren. Dabei erhält man den eben-
falls in Abbildung 1.1 gezeichneten Graphen. Das Königsberger Brücken-
problem reduziert sich nun darauf zu entscheiden, ob es in dem ent-
standenen Graphen einen Rundweg gibt, der jede Linie (Kante) genau
einmal durchläuft. Eulers Antwort auf das Brückenproblem war dann,
daß es keinen Rundweg durch den Graphen (oder durch Königsberg)
mit den gewünschten Eigenschaften gibt.

Bevor wir das Ergebnis Eulers einfach hinnehmen, sollten wir kurz
darüber nachdenken, warum der obige Graph keinen Eulerschen Kreis
enthält. Dazu starten wir eine gedachte Rundtour im Punkt O des Gra-
phen, der den Osten der Stadt repräsentiert. Wir verlassen O über ei-
ne der drei einmündenden Kanten. Wenn wir das erste mal wieder
nach O zurückkehren (und dies müssen wir, da wir alle Brücken genau
einmal durchlaufen wollen), haben wir zu diesem Zeitpunkt zwei der
drei in O einmündenden Brücken überquert. Wenn wir nun O wieder
verlassen, besteht keine Möglichkeit mehr, zu O zurückzukehren, ohne
eine Brücke mindestens zweimal durchlaufen zu haben.

Das Problem bei der Erstellung eines Rundweges, der alle Brücken
genau einmal durchläuft, besteht offenbar darin, daß im Punkt O (und
in allen anderen Ecken des Graphen) eine ungerade Anzahl von Kanten
mündet. Man zeigt nun leicht, daß in einem Graphen höchstens dann
ein Eulerscher Kreis, d.h. ein Kreis, der jede Kante eines Graphen genau
einmal durchläuft, existiert, wenn in jeder Ecke eine gerade Anzahl von
(ungerichteten) Kanten mündet.

Euler war darüberhinaus in der Lage zu zeigen, daß die obige Be-
dingung nicht nur notwendig sondern auch hinreichend für die Exi-
stenz eines Eulerschen Kreises ist. Den berühmten Satz von Euler wer-
den wir in Kapitel 3 vorstellen und beweisen.

1.2 Das Haus von Nikolaus

Eine ähnliche Fragestellung wie beim Königsberger Brückenproblem
erhält man beim „Haus des Nikolaus“, welches in Abbildung 1.2 dar-
gestellt ist. Das Problem besteht darin, zu entscheiden, ob man das Bild
aus Abbildung 1.2 zeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen.

Abbildung 1.2:
Das Haus vom Nikolaus.

Aus graphentheoretischer Sicht fragt man hier nach einem Weg, der
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jede Kante genau einmal durchläuft. Im Gegensatz zum Königsber-
ger Brückenproblem muß dieser Weg aber kein Kreis sein, da wir mit
dem Zeichnen an einer beliebigen Ecke anfangen und möglicherweise
an einer anderen Ecke enden können. Wege in Graphen, die jede Kante
genau einmal durchlaufen, nennt man wegen Ihrer engen Beziehung
zu den Eulerschen Kreisen Eulersche Wege.

1.3 Labyrinth

Als abschließendes Beispiel betrachten wir das Problem, einen Weg
durch ein Labyrinth von einem gegebenen Startpunkt zu einem End-
punkt zu finden.

Start

Ziel

Abbildung 1.3:
Labyrinth und zugehöriger
Graph.

Das Labyrinth aus Abbildung 1.3 wird in einen Graphen umgesetzt,
indem man für Start, Ziel und jede Kreuzung Ecken im Graphen ein-
führt und diese dann gemäß der Labyrinthstruktur verbindet. Man
sucht dann im entstandenen Graphen einen Weg vom Start zum Ziel.

Fragen nach der Existenz von Wegen werden in den Kapiteln 4 und
6 behandelt. In Kapitel 7 wird die Problemstellung dahingehend er-
weitert, daß man nicht nach einem beliebigen Weg sondern nach einem
kürzesten Weg fragt.

1.4 Informationen über WWW

Informationen sind unter folgender URL erhältlich:
http://www-info1.informatik.uni-wuerzburg.de/





Kapitel 2

Grundbegriffe

2.1 Gerichtete Graphen

Definition 2.1 (Gerichteter Graph)
Ein gerichteter Graph (oder einfach Graph) ist ein Quadrupel G =
(V, R, α,ω) mit folgenden Eigenschaften:

1. V ist eine nicht leere Menge, die Eckenmenge des Graphen.

2. R ist eine Menge, die Pfeilmenge des Graphen.

3. Es gilt V ∩ R = ∅.

4. α : R→ V und ω : R→ V sind Abbildungen (α(r): Anfangsecke,
ω(r): Endecke des Pfeils r).

Der Graph G heißt endlich, wenn |V ∪ R| < +∞.

Beispiel 2.2 Gegeben sei der Graph G = (V, R, α,ω) mit V = {v1, . . . , v5}

und R = {r1, . . . , r6}, sowie α und ω gemäß der folgenden Tabelle:

α ω

r1 v1 v2
r2 v1 v2
r3 v2 v3
r4 v3 v2
r5 v5 v5
r6 v1 v5

v1 v2

v3

v4

v5

r1

r2

r3

r4

r5

r6

�
Definition 2.3
Sei G = (V, R, α,ω) ein Graph. Ein Pfeil r ∈ R heißt Schlinge, wenn
α(r) = ω(r). Der Graph G heißt schlingenfrei, wenn er keine Schlingen
enthält.

Zwei Pfeile r und r ′ heißen parallel, wenn r �= r ′ und α(r) = α(r ′)
sowie ω(r) = ω(r ′).
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Die Pfeile r und r ′ heißen invers, wenn α(r) = ω(r ′) sowie ω(r) =
α(r ′).

Der Graph G heißt einfach, wenn er keine Schlingen und Parallelen
enthält. In diesem Fall ist jeder Pfeil r ∈ R eindeutig durch das Paar
(α(r),ω(r)) charakterisiert. Man schreibt dann auch G = (V, R) für den
gerichteten Graphen G, wobei R ⊆ V × V .

Definition 2.4
Sei G = (V, R, α,ω) ein Graph. Zwei Ecken u und v heißen adjazent
oder benachbart, wenn es einen Pfeil r ∈ R gibt mit α(r) = u und
ω(r) = v oder α(r) = v und ω(r) = u.

Eine Ecke u und ein Pfeil r heißen inzident, wenn u ∈ {α(r),ω(r)}.
Zwei Pfeile r und r ′ heißen inzident, wenn es eine Ecke v gibt, die mit
r und r ′ inzidiert.

Für eine Ecke v ∈ V heißt
B+(v) := { r ∈ R : α(r) = v } das von v

ausgehende
Pfeilbüschel,

B−(v) := { r ∈ R : ω(r) = v } das in v

mündende
Pfeilbüschel,

N(v) := {u ∈ V : ∃r ∈ R mit α(r) = v,ω(r) = u } die Nachfolger-
menge von
v,

V(v) := {u ∈ V : ∃r ∈ R mit α(r) = u,ω(r) = v } die
Vorgängermenge
von v,

g+(v) := |B+(v)| der Außengrad
von v,

g−(v) := |B−(v)| der Innengrad
von v,

g(v) := g+(v) + g−(v) der Grad von v.

Sei nun |R| < +∞. Dann gilt

1.
∑

v∈V g+(v) =
∑

v∈V g−(v) = |R|

2.
∑

v∈V g(v) = 2|R|.

Lemma 2.5 Sei G ein endlicher Graph. Die Anzahl der Ecken in G mit
ungeradem Grad ist gerade.

Beweis: Sei U ⊆ V die Menge der Ecken in G mit ungeradem Grad.
Dann gilt

2|R| =
∑
v∈V

g(v) =
∑

v∈V\U

g(v) +
∑
v∈U

g(v),

also

∑
v∈U

ungerade︷︸︸︷
g(v) = 2|R| −

∑
v∈V\U

gerade︷︸︸︷
g(v)

︸ ︷︷ ︸
gerade

= 2M.
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Für eine Ecke v ∈ U ist ihr Grad g(v) = 2kv + 1 ungerade (kv ∈ N

geeignet). Daher ergibt sich aus der letzten Gleichung:

2M =
∑
v∈U

(2kv + 1) = 2
∑
v∈U

kv + |U|.

Somit ist |U| = 2M − 2
∑

v∈U kv gerade. ✷

2.2 Teilgraphen und Obergraphen

Definition 2.6 (Teilgraph, Obergraph)
Ein Graph G ′ = (V ′, R ′, α ′,ω ′) heißt Teilgraph von G = (V, R, α,ω)
(i.Z. G ′ 	 G), wenn

1. V ′ ⊆ V und R ′ ⊆ R sowie

2. α|R ′ = α ′ sowie ω|R ′ = ω ′.

G heißt dann Obergraph von G ′,

Die Relation „	“ ist

1. reflexiv (G 	 G),

2. antisymmetrisch (G 	 G ′ ∧ G ′ 	 G⇒ G = G ′)

3. und transitiv (G 	 G ′ ∧ G ′ 	 G ′′ ⇒ G 	 G ′′).

Definition 2.7 (Partialgraph, Subgraph)
Sei R ′ ⊆ R. Der durch R ′ induzierte Partialgraph GR ′ ist definiert
durch GR ′ := (V, R ′, α|R ′ ,ω|R ′).

Für eine Menge V ′ ⊆ V definiert man den durch V ′ induzierten
Subgraphen G[V ′] durch G[V ′] := (V ′, RV ′ , α|RV ′ ,ω|RV ′ ) mit RV ′ :=
{ r ∈ R : α(r) ∈ V ′ ∧ ω(r) ∈ V ′ }.

Ein Graph H heißt Partialgraph (Subgraph) von G, wenn es eine
Teilmenge R ′ ⊆ R (Teilmenge V ′ ⊆ V) gibt, so daß H = GR ′ (H = G[V ′])
gilt. Ein Partial- oder Subgraph heißt echt, wenn die entsprechenden
Teilmengen echte Teilmengen sind.

2.3 Ungerichtete Graphen

Definition 2.8 (Ungerichteter Graph)
Ein ungerichteter Graph ist ein Tripel G = (V, E, γ) aus einer nichtlee-
ren Menge V , einer Menge E und einer Abbildung γ : E → {X : X ⊆
V mit 1 ≤ |X| ≤ 2 }.

Die Elemente von V heißen wieder Ecken von G, die Elemente von
E heißen Kanten. Für eine Kante e heißen die Elemente von γ(e) die
Endpunkte von e.

Begriffe wie Inzidenz, Adjazenz, Grad etc. sind analog zu den gerich-
teten Graphen erklärt. Begriffe wie Matching, Clique, Komplementgraph
etc. werden definiert, indem man durch Ersetzen jeder Kante durch ein
Paar von inversen Pfeilen den ungerichteten Graphen zu einem (sym-
metrischen) gerichteten Graphen macht.

Der ungerichtete Graph G heißt einfach, wenn er keine Schlingen
und Parallelen enthält. In diesem Fall kann man jede Kante e ∈ E als
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eine zweielementige Menge e = {u, v} auffassen. Man schreibt dann
auch G = (V, E) für den ungerichteten Graphen G.

Bemerkung 2.9 Oftmals werden wir bei einfachen ungerichteten Gra-
phen in leichtem Mißbrauch der Notation auch (u, v) anstelle von {u, v}

schreiben.

2.4 Graphen mit einer speziellen Struktur

In diesem Abschnitt werden Begriffe für Graphen eingeführt, die ei-
ne spezielle Struktur aufweisen. Die Definitionen erfolgen zunächst
für gerichtete Graphen, lassen sich jedoch in naheliegender Weise über
symmetrische Graphen auch auf ungerichtete Graphen übertragen.

Definition 2.10 (Matching)
Sei G = (V, R) ein einfacher Graph. Ein Matching ist eine Teilmen-
ge M ⊆ R der Pfeile, so daß keine zwei Kanten aus M inzidieren.

Definition 2.11 (Maximales Matching)
Sei G = (V, R) ein einfacher Graph. Ein Matching M ⊆ R heißt maximal,
falls für jede echte Obermenge M ⊂ M ′ ⊆ R gilt: M ′ ist kein Matching
in G.

Ein gerichteter Graph heißt symmetrisch, wenn er zu jedem Pfeil
auch den inversen Pfeil enthält.

Im folgenden werden ungerichtete Graphen betrachet.
Sei V eine beliebige Eckenmenge. Wir bezeichnen mit ÊV die Menge

aller Kanten { {v,w} | v �= w } zwischen den Ecken in V .
Zu einer Eckenmenge V mit n := |V | Elementen heißt der Graph G =

(V, ÊV) vollständiger Graph der Ordnung n. Er wird üblicherweise
mit Kn bezeichnet. Es ist zu bemerken, daß Kn alle möglichen Kanten
zwischen seinen n Ecken aufweist, aber schlingenfrei ist.

Definition 2.12 (Clique)
Sei G = (V, E) ein einfacher Graph. Eine Teilmenge C ⊆ V der Ecken
heißt Clique in G, falls der induzierte Subgraph G[C] vollständig ist.

Definition 2.13 (Komplementgraph)
Sei G = (V, E) ein einfacher Graph. Der Komplementgraph zu G, be-
zeichnet mit Ḡ = (V, Ē), ist gegeben durch Ē := ÊV \ E.

2.5 Graphentheoretische Algorithmen

Größenordnung von Funktionen

Sei M die Menge aller reellwertigen Funktionen f : N → R auf den na-
türlichen Zahlen. Jede Funktion g ∈ M legt dann drei Klassen von
Funktionen wie folgt fest:

• O(g) := { f ∈ M | ∃c, n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : f(n) ≤ c · g(n) }

• Ω(g) := { f ∈ M | ∃c, n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : f(n) ≥ c · g(n) }

• Θ(g) := O(g) ∩Ω(g)
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Man nennt eine Funktion f von polynomieller Größenordnung oder
einfach polynomiell, wenn es ein Polynom g gibt, so daß f ∈ O(g) gilt.

Berechnungsmodell

Das bei der Laufzeit-Analyse verwendete Maschinenmodell ist das der
Unit-Cost RAM (Random Access Machine). Diese Maschine besitzt ab-
zählbar viele Register, die jeweils eine ganze Zahl beliebiger Größe auf-
nehmen können. Folgende Operationen sind jeweils in einem Takt der
Maschine durchführbar: Ein- oder Ausgabe eines Registers, Übertragen
eines Wertes zwischen Register und Hauptspeicher (evtl. mit indirekter
Adressierung), Vergleich zweier Register und bedingte Verzweigung,
sowie die arithmetischen Operationen Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und Division [Pap94].

Dieses Modell erscheint für die Analyse der Laufzeit von Algo-
rithmen besser geeignet als das Modell der Turing-Maschine, denn es
kommt der Arbeitsweise realer Rechner näher. Allerdings ist zu be-
achten, daß die Unit-Cost RAM in einem Takt Zahlen beliebiger Größe
verarbeiten kann. Durch geeignete Codierungen können damit ausge-
dehnte Berechnungen in einem einzigen Takt versteckt werden, ferner
sind beliebig lange Daten in einem Takt zu bewegen. Damit ist das
Modell echt mächtiger als das der Turing-Maschine. Es gibt keine Si-
mulation einer Unit-Cost RAM auf einer (deterministischen) Turing-
Maschine, die mit einem polynomiell beschränkten Mehraufwand aus-
kommt.

Um diesem Problem der zu großen Zahlen vorzubeugen, kann man
auf das Modell der Log-Cost RAM [Pap94] zurückgreifen. Bei einer
solchen Maschine wird für jede Operation ein Zeitbedarf angesetzt,
der proportional zum Logarithmus der Operanden, also proportional
zur Codierungslänge ist. Eine andere Möglichkeit, das Problem auszu-
schließen, besteht darin, sicherzustellen, daß die auftretenden Zahlen
nicht zu groß werden, also daß ihre Codierungslänge polynomiell be-
schränkt bleibt. Diese Voraussetzung ist bei den hier vorgestellten Al-
gorithmen stets erfüllt. Der einfacheren Analyse wegen wird daher das
Modell der Unit-Cost RAM zugrundegelegt.

Komplexitätsklassen

Die Komplexität eines Algorithmus ist ein Maß dafür, welchen Auf-
wand an Ressourcen ein Algorithmus bei seiner Ausführung braucht.
Man unterscheidet die Zeitkomplexität, die die benötigte Laufzeit be-
schreibt, und die Raumkomplexität, die Aussagen über die Größe des
benutzten Speichers macht. Raumkomplexitäten werden in diesem
Skript nicht untersucht.

Die Komplexität wird in der Regel als Funktion über der Länge der
Eingabe angegeben. Man nennt einen Algorithmus von der (worst-case-
)Komplexität T , wenn die Laufzeit für alle Eingaben der Länge n durch
die Funktion T(n) nach oben beschränkt ist.

Die Komplexität von Algorithmen wird in dieser Arbeit als Funk-
tion der Eckenzahl n und Kantenzahl m des eingegebenen Graphen
angegeben. Diese Angabe ist detaillierter als die Abhängigkeit der
Komplexität von der Eingabelänge: bei ecken- und kantenbewerteten
Graphen ist deren Codierungslänge mindestens von der Größenord-
nung Ω(n + m).
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Besonders wichtig sind in diesem Zusammenhang die Klassen P
und NP. Die Klasse P ist die Menge aller Entscheidungsprobleme, die
auf einer deterministischen Turing-Maschine in polynomieller Zeit ge-
löst werden können. Entsprechend ist die Klasse NP definiert als die
Menge aller Probleme, deren Lösung auf einer nichtdeterministischen
Turing-Maschine in Polynomialzeit möglich ist. Man vergleiche dazu
etwa [GJ79].

Eine Transformation zwischen NP-Problemen heißt polynomielle Re-
duktion, wenn sie in polynomieller Zeit Instanzen zweier Probleme
aus NP so ineinander überführt, daß die Antwort des Ausgangspro-
blems auf die Ausgangsinstanz dieselbe ist wie die Antwort des zwei-
ten Problems auf die transformierte Instanz. Ein Problem heißt NP-
vollständig, wenn jedes andere Problem aus NP polynomiell darauf re-
duziert werden kann. Der Reduktionsbegriff wird durch Einführen
der Turing-Reduktion so erweitert, daß Reduktionen zwischen Optimie-
rungsproblemen und Entscheidungsproblemen in NP erfaßt werden.
Ein NP-Optimierungsproblem heißt dann NP-hart, wenn es von ei-
nem NP-vollständigen Entscheidungsproblem turing-reduziert werden
kann.

Ein wesentliches Resultat der Komplexitätstheorie besagt, daß NP-
harte Optimierungsprobleme nicht in polynomieller Zeit gelöst werden
können, es sei denn, es gelte P = NP. Dies ist der Grund, warum bei
der Untersuchung von NP-harten Optimierungsproblemen auf exakte
Lösungen verzichtet wird und stattdessen Näherungen in Betracht ge-
zogen werden.

Speicherung von Graphen

Sei G = (V, R, α,ω) mit V = {v1, . . . , vn} und R = {r1, . . . , rm}.

Adjazenzmatrixspeicherung

v1 v2

v3

r1

r2

r3

r4

v4

r5

Abbildung 2.1:
Ein Graph.

Definition 2.14 (Adjazenzmatrix)
Die Adjazenzmatrix A(G) ist eine n× n Matrix mit

aij = |{ r ∈ R : α(r) = vi ∧ ω(r) = vj }| .
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Beispiel 2.15 Für den Graphen G aus Bild 2.1 gilt

A(G) =




0 2 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0




Speicheraufwand für die Adjazenzmatrix: Θ(|V |2).
Adjazenzmatrixspeicherung: n,m,A(G)

Inzidenzmatrixspeicherung

Definition 2.16 (Inzidenzmatrix)
Die Inzidenzmatrix I(G) eines schlingenfreien Graphen G ist eine n×m

Matrix mit

ikl :=




1 falls α(rl) = vk

−1 falls ω(rl) = vk

0 sonst

Beispiel 2.17 Für den Graphen G aus Bild 2.1 gilt

I(G) =




1 1 0 0 1

−1 −1 1 −1 0

0 0 −1 1 0

0 0 0 0 −1




Speicheraufwand für die Inzidenzmatrix: Θ(|V | · |R|).
Inzidenzmatrixspeicherung: n,m, I(G)

Adjazenzlistenspeicherung

Die Adjazenzlistenrepräsentation von G besteht dann aus den Zahlen n

und m, sowie einem Array Adj von n Listen, für jede Ecke eine.
Die Liste Adj[u] enthält (Pointer auf) alle Ecken v mit v ∈ NG(u).

Falls es mehrere Pfeile r mit α(r) = u und ω(r) = v gibt, so wird v

mehrmals aufgeführt.

Beispiel 2.18 Für den Graphen G aus Bild 2.1 sieht das Array Adj wie
folgt aus:

v2 v4v2

v3

v2

v1

v2

v3

v4

Speicheraufwand für die Adjazenzlisten: Θ(|V | + |R|).
Dies ist ein Vorteil bei dünnen Graphen, d.h. falls |R| � |V |2.
Eventuell speichert man bei der Adjazenzlistenrepräsentation neben

der Liste Adj[u] auch noch den Außen- und Innengrad der Ecke u.
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Weitere Speicherungstechniken

Weitere Speicherungstechniken sind (siehe z.B. [Nol75]):

• Standardliste

• Eckenorientierte Liste (Variante der Adjazenzlistenspeicherung)

Übungsaufgaben

Aufgabe 2.1 – Speicherung von Graphen

In dieser Aufgabe sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher gerichteter Graph.

(a) Der inverse Graph G−1 zu G ist definiert durch G−1 = (V, R−1, α ′,ω ′)
mit R−1 := { r−1 : r ∈ R } wobei α ′(r−1) = ω(r) und ω ′(r−1) =
α(r). Der Graph G−1 entsteht aus G also dadurch, daß die Rich-
tung aller Pfeile „umgedreht“ wird.

Geben Sie sowohl für die Adjazenzmatrixspeicherung als auch
für die Adjazenzlistenspeicherung von G effiziente Algorithmen
an, um G−1 aus G zu berechnen. Bestimmen Sie die Laufzeit Ihrer
Algorithmen.

(b) Geben Sie einen Algorithmus an, der in O(|V |) Zeit feststellt, ob
ein einfacher Graph G in Adjazenzmatrixspeicherung eine Ecke
v mit g+(v) = 0 und g−(v) = |V | − 1 enthält. (Hinweis: G kann
höchstens eine solche Ecke v enthalten.)



Kapitel 3

Wege, Kreise und
Zusammenhang

Im folgenden sei wieder G = (V, R, α,ω) ein gerichteter Graph.

3.1 Wege

Definition 3.1 (Weg, Kreis)
Ein Weg w im Graphen G ist eine endliche Folge w = (r1, . . . , rk) (k ≥
1) mit

1. rj ∈ R für j = 1, . . . , k und

2. ω(rj) = α(rj+1) für j = 1, . . . , k − 1.

Wir definieren die Startecke des Weges durch α(w) := α(r1) und die
Endecke des Weges durch ω(w) := ω(rk). Die Länge |w| des Weges w

ist die Anzahl k der durchlaufenen Pfeile.
Ein Weg heißt ein Kreis, wenn α(w) = ω(w).
Mit s(w) := (α(r1), . . . , α(rk),ω(rk)) bezeichnen wir die Spur des

Weges w und sagen kurz, daß eine Ecke v von w berührt wird, wenn
sie Element der Spur ist.

Ein Weg heißt einfach, wenn rj �= rl für j �= l, d.h. wenn er keinen
Pfeil mehr als einmal durchläuft.

Ein Weg heißt elementar, wenn α(rj) �= α(rl) und ω(rj) �= ω(rl)
für j �= l, d.h. wenn er — bis auf den Fall, daß Anfangs- und Endecke
übereinstimmen — keine Ecke mehr als einmal berührt.

Definition 3.2 (Weg in einem ungerichteten Graphen)
Sei G = (V, E, γ) ein ungerichteter Graph. Man nennt eine Folge w =
(e1, . . . , ek) von Kanten ei ∈ E einen Weg von v0 nach vk, wenn es
v0, . . . , vk ∈ V gibt, so daß γ(ei) = {vi−1, vi} für i = 1, . . . , k gilt.

Wir definieren analog zum gerichteten Fall α(w) := v0 und ω(w) :=
vk.

Die Begriffe elementar und einfach sind analog zum gerichteten
Fall definiert.

Bemerkung 3.3 Ist ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph G paral-
lelenfrei, so ist jeder Weg w = (r1, . . . , rk) in G eindeutig durch die
Spur s(w) = (v1, . . . , vk+1) gekennzeichnet. In diesem Fall schreiben
wir auch kurz w = [v1, . . . , vk+1].
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Lemma 3.4 Jeder elementare Weg ist einfach.

Beweis: Sei w elementarer Weg. Wäre rj = rl für j �= l, so wäre auch
α(rj) = α(rl) im Widerspruch zur Voraussetzung, daß w elementar
ist. ✷

Definition 3.5 (Zusammensetzen von Wegen)
Seien w = (r1, . . . , rk) und w ′ = (r ′1, . . . , r

′
k ′) Wege in G mit ω(w) =

α(w ′). Dann definieren wir die Zusammensetzung von w und w ′

durch

w ◦w ′ := (r1, . . . , rk, r
′
1, . . . , r

′
k ′).

Lemma 3.6 Sei G ein endlicher Graph mit g+(v) > 0 für alle v ∈ V .
Dann besitzt G einen elementaren Kreis.

Beweis: Wenn G eine Schlinge r besitzt, ist w = (r) bereits ein elemen-
tarer Kreis in G. Sei daher im folgenden G schlingenfrei.

Sei w = (r1, . . . , rk) ein längster elementarer Weg in G (so ein Weg
existiert, da G elementare Wege enthält und jeder elementare Weg höch-
stens Länge |V | besitzt).

ri vr1 rk

r

Abbildung 3.1:
G besitzt einen einfachen
Kreis.

Sei v := ω(w). Da g+(v) > 0, gibt es einen Pfeil r mit α(r) = v. Dann
muß ω(r) ∈ s(w) gelten (sonst wäre w ◦ r ein längerer elementarer Weg
in G), etwa ω(r) = α(ri) (siehe Bild 3.1).

Dann ist aber (ri, ri+1, . . . , rk, r) ein elementarer Kreis in G. ✷

Analog zeigt man folgendes Lemma:

Lemma 3.7 Sei G ein endlicher Graph mit g−(v) > 0 für alle v ∈ V .
Dann besitzt G einen einfachen Kreis.

Ein weiteres hilfreiches Lemma ist das folgende:

Lemma 3.8 Sei w = (r1, . . . , rk) ein Kreis in G mit Spur s(w) = (v1, . . . , vk+1 =
v1) und sei 1 ≤ i ≤ k beliebig. Dann existiert in G ein Kreis w ′ mit Spur

s(w ′) = (vi, vi+1, . . . , vk, v1, . . . , vi−1, vi).

Beweis: Setze w ′ := (ri, ri+1, . . . , rk, r1, . . . , ri−1). ✷

Definition 3.9 (Erreichbarkeit)
Die Ecke v ′ heißt (in G) von v erreichbar, wenn entweder v = v ′ gilt
oder es einen Weg w mit α(w) = v und ω(w) = v ′ gibt. Mit EG(v)
bezeichnen wir die von v aus (in G) erreichbaren Ecken.

Oftmals schreibt man einfacher E(v) statt EG(v), wenn klar ist, um
welchen Graphen es sich handelt.
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3.2 Zusammenhang

Definition 3.10 (Zusammenhang, Zusammenhangskomponente)
Zwei Ecken v und v ′ heißen (stark) zusammenhängend (i.Z. v ∼ v ′),
wenn v ′ ∈ EG(v) und v ∈ EG(v ′) gilt. Die Menge aller Ecken, die mit
v zusammenhängen, nennt man die (starke) Zusammenhangskompo-
nente von v, i.Z. ZK(v).

Definition 3.11 (Äquivalenzrelation, Äquivalenzklasse)
Sei U eine Menge. Eine Menge R ⊆ U × U heißt Äquivalenzrelation
auf U, wenn gilt:

1. (u, u) ∈ R für alle u ∈ U (Reflexivität)

2. (u, v) ∈ R⇒ (v, u) ∈ R (Symmetrie)

3. (u, v) ∈ R ∧ (v,w) ∈ R⇒ (u,w) ∈ R (Transitivität).

Man schreibt auch uRv statt (u, v) ∈ R.
Ist R eine Äquivalenzrelation auf U und u ∈ U, so bezeichnet man

mit [u] := { v ∈ U : uRv } die Äquivalenzklasse von u.

Satz 3.12 Sei R eine Äquivalenzrelation auf U. Die Äquivalenzklassen
von R bilden eine Partition von U.

Beweis: Zu zeigen:

1. Jedes u ∈ U ist in (mindestens) einer Äquivalenzklasse enthalten.

2. Zwei Äquivalenzklassen sind entweder disjunkt oder identisch.

Zu 1: Nach Definition gilt u ∈ [u].
Zu 2: Seien [u] und [u ′] Äquivalenzklassen. Es gelte [u] ∩ [u ′] �= ∅,

etwa z ∈ [u] ∩ [u ′]. Zu zeigen: [u] = [u ′].
Sei v ∈ [u]. Dann: uRv. Wegen z ∈ [u] gilt uRz. Aus Symmetrie und

Transitivität von R folgt: vRz.
Wegen z ∈ [u ′] und der Symmetrie von R gilt auch zRu ′.
Aus vRz und zRu ′ folgt nun v ∈ [u ′].
Da v ∈ [u] beliebig, gilt [u] ⊆ [u ′]. Analog zeigt man [u ′] ⊆ [u].

Insgesamt: [u] = [u ′]. ✷

Lemma 3.13 Die Relation ∼ ist eine Äquivalenzrelation auf V .

Beweis: Übung. ✷

Nach Lemma 3.13 können wir die Zusammenhangskomponenten
eines Graphen (siehe Definition 3.10) äquivalent auch wie folgt einfüh-
ren:

Definition 3.14 (Zusammenhangskomponenten eines Graphen)
Die Äquivalenzklassen bezüglich ∼ nennt man die (starken) Zusam-
menhangskomponenten von G. Falls G nur eine Zusammenhangs-
komponente besitzt, so ist G (stark) zusammenhängend.

Korollar 3.15 Die Zusammenhangskomponenten eines gerichteten Gra-
phen G = (V, R, α,ω) bilden eine Partition der Eckenmenge.

Beweis: Folgt aus Lemma 3.13 und Satz 3.12. ✷
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Bemerkung 3.16 Ist G ein (endlicher) Graph mit Zusammenhangskom-
ponenten ZK1, . . . ,ZKp, so bezeichnen wir oft auch den durch ZKi

induzierten Subgraphen G[ZKi] als Zusammenhangskomponente.

Definition 3.17 (Symmetrische Hülle)
Sei G = (V, R, α,ω) ein gerichteter Graph. Die symmetrische Hülle von
G ist dann der Graph Gsym = (V, R ∪ R−1, α ′,ω ′) mit R−1 := { r−1 : r ∈
R } wobei α ′(r−1) = ω(r), ω ′(r−1) = α(r), α ′|R = α und ω ′|R = ω.

G heißt schwach zusammenhängend, wenn Gsym stark zusammen-
hängend ist.

Bemerkung 3.18 Die Begriffe „zusammenhängend“ und „Zusammen-
hangskomponenten“ sind analog für ungerichtete Graphen definiert.
Beispielsweise sind u und v zusammenhängend, i.Z. u ∼ v, wenn es
einen Weg zwischen u und v gibt. Die Unterscheidung zwischen star-
kem und schwachen Zusammenhang gibt es im ungerichteten Fall na-
türlich nicht.

3.3 Der Satz von Euler
Definition 3.19 (Eulerscher Weg, Eulerscher Kreis)
Ein Weg w heißt Eulerscher Weg, wenn w jeden Pfeil aus R genau ein-
mal durchläuft. Ist w zusätzlich ein Kreis, so nennt man w auch Euler-
schen Kreis.

Einen Graphen G nennt man Eulersch, wenn er einen Eulerschen
Kreis enthält.

Satz 3.20 (Satz von Euler) Ein gerichteter endlicher schwach zusam-
menhängender Graph G = (V, R, α,ω) mit R �= ∅ ist genau dann Eu-
lersch, wenn g+(v) = g−(v) für alle v ∈ V gilt.

Beweis:
„⇒“

Sei G Eulersch und schwach zusammenhängend. Sei w = (r1, . . . , rk)
ein Eulerscher Kreis. Da G (schwach) zusammenhängend ist, berührt
w alle Ecken.

Bewegt man sich entlang von w, so liefert jeder Durchgang durch ei-
ne Ecke v den Beitrag 1 zum Innengrad und den Beitrag 1 zum Außen-
grad von v. Da w alle Pfeile enthält (und alle Ecken berührt werden),
folgt g+(v) = g−(v) für alle v ∈ V .

„⇐“
Induktion nach |R|.

Induktionsanfang: |R| = 1.
In diesem Fall muß V = {v} und R = {r} mit α(r) = ω(r) = v gelten.
Dann ist w = (r) ein Eulerscher Kreis in G.

Induktionsschritt: Es sei G schwach zusammenhängend mit g+(v) =
g−(v) für alle v ∈ V und |R| = k > 1.

Induktionsvoraussetzung: Jeder schwach zusammenhängende Graph
H = (VH, RH, αH,ωH) mit g+(v) = g−(v) für alle v ∈ VH und 0 <

|RH| < k besitzt einen Eulerschen Kreis.
Da G schwach zusammenhängend ist, gilt g+(v) > 0 für alle v ∈ V

(sonst wäre g+(v) = g−(v) = 0 für ein v und v wäre isolierte Ecke).
Nach Lemma 3.6 besitzt G einen einfachen Kreis w = (r1, . . . , rk).
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1. Fall: R = {r1, . . . , rk)
Dann ist w ein Eulerscher Kreis.

2. Fall: R �= {r1, . . . , rk)
Betrachte G ′ := GR\{r1,... ,rk}. In G ′ gilt für jede Ecke g+(v) = g−(v).
Seien ZK1, . . . ,ZKp die schwachen Zusammenhangskomponenten von G ′.

Falls p = 1, d.h. falls G ′ schwach zusammenhängend ist, können
wir die Induktionsvoraussetzung auf G ′ anwenden. Diese liefert nun
einen Eulerschen Kreis w ′ in G ′. Da G schwach zusammenhängend ist,
müssen die Kreise w und w ′ eine gemeinsame Ecke v in ihrer Spur be-
sitzen. Nach Lemma 3.8 können wir o.B.d.A. voraussetzen, daß α(w) =
ω(w) = α(w ′) = ω(w ′) = v ist. Dann ist w ◦ w ′ ein Eulerscher Kreis
in G.

Im folgenden sei daher p > 1, d.h. G ′ nicht schwach zusammenhän-
gend. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt jede ZKi = (Vi, Ri) von
G ′ mit Ri �= ∅ einen Eulerschen Kreis wi, i = 1, . . . , p (falls Ri = ∅, so
ist Vi einelementig).

Da G schwach zusammenhängend ist, berührt der Kreis w jede ZK.
Wir konstruieren nun einen Eulerschen Kreis in G wie folgt:

Sei s(w) = (v1, . . . , vk+1 = v1) die Spur von w = (r1, . . . , rk).
O.B.d.A. gelte v1 ∈ ZK1 mit ZK1 = (V1, R1).

Sei i2 := min{ i : vi �∈ ZK1 } > 1.
Falls R1 �= ∅, so sei w1 der der nach IV existierende Eulersche

Kreis in ZK1. Nach Lemma 3.8 können wir o.B.d.A. voraussetzen, daß
α(w1) = ω(w1) = v1 ist. Wir setzen dann w ′ := w1 ◦ (r1, . . . , ri2−1).
Falls R1 = ∅, so sei w ′ := (r1, . . . , ri2−1).

Dann ist w ′ ein einfacher Weg in G, mit folgenden Eigenschaften:

1. α(w ′) = α(w) = v1.

2. ω(w ′) = vi2
�∈ ZK1.

3. Jeder Pfeil aus R1 wird von w ′ genau einmal durchlaufen.

Sei nun o.B.d.A. vi2
∈ ZK2. Sei i3 := min{ i ≥ i2 : vi �∈ ZK1∪ZK2 } >

i2.
Falls R2 �= ∅, so setzen wir w ′ := w ′ ◦ w2 ◦ (ri2

, . . . , ri3−1), wobei
w2 der Eulersche Kreis in ZK2 ist, der nach IV existiert und von dem
wir wieder o.B.d.A. annehmen, daß α(w2) = ω(w2) = vi2

gilt.
Falls R2 = ∅, so setzen wir w ′ := w ′ ◦ (ri2

, . . . , ri3−1).
Dann ist w ′ ein einfacher Weg mit :

1. α(w ′) = α(w) = v1.

2. ω(w ′) = vi3
.

3. Jeder Pfeil aus R1 ∪ R2 wird von w ′ genau einmal durchlaufen.

Fortsetzung des obigen Verfahrens liefert einen Eulerschen Kreis in
G. In Abbildung 3.2 ist der Beweis veranschaulicht. ✷

Korollar 3.21 Jeder endliche schwach zusammenhängende Graph G

mit g+(v) = g−(v) für alle v ∈ V ist stark zusammenhängend. ✷

Zur Erinnerung: Königsberger Brückenproblem
Frage: Gibt es einen Eulerschen Kreis im (ungerichteten) Graphen

K? (siehe Bild 3.3)
Analog zu Satz 3.20 beweist man den folgenden Satz:
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ZKp

Kreis w

Eulerscher Kreis w1 in ZK1

vi2

v1

ZK3

ZK1

ZK2

Abbildung 3.2:
Beweis des Satzes von Euler.

Abbildung 3.3:
Graph K des Königsberger
Brückenproblems.

Satz 3.22 (Satz von Euler für ungerichtete Graphen) Ein ungerichteter
endlicher und zusammenhängender Graph G = (V, E, γ) mit E �= ∅ ist
genau dann Eulersch, wenn der Grad jeder Ecke von G gerade ist.

Damit: Der Graph K aus Bild 3.3 ist nicht Eulersch.

Bemerkung 3.23 1. Offenbar läßt sich (mit Hilfe von Satz 3.20) in
Polynomialzeit entscheiden, ob ein vorgegebener zusammenhän-
gender Graph Eulersch ist.

2. Der Beweis von Satz 3.20 liefert auch schon einen einfachen Al-
gorithmus zur Bestimmung eines Eulerschen Kreises, wenn ein
solcher existiert.
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3.4 Hamiltonsche Kreise
Definition 3.24 (Hamiltonscher Weg, Hamiltonscher Kreis)
Ein Weg w heißt Hamiltonscher Weg, wenn w jede Ecke aus V genau
einmal durchläuft. Ist w zusätzlich ein Kreis, so nennt man w Hamil-
tonschen Kreis.

Einen Graphen G nennt man Hamiltonsch, wenn er einen Hamil-
tonschen Kreis enthält.

Satz 3.25 Die Frage, ob ein zusammenhängender (gerichteter oder un-
gerichteter) Graph G Hamiltonsch ist, ist NP-vollständig.

Beweis: Siehe beispielsweise [GJ79]. ✷

Das Problem zu entscheiden, ob ein Graph Hamiltonsch ist, nennen
wir HAMILTONSCHER KREIS.

Übungsaufgaben

Aufgabe 3.1 – Starker Zusammenhang

(a) Beweisen Sie, daß die in Definition 3.10 definierte Relation „stark
zusammenhängend (∼)“ eine Äquivalenzrelation ist.

(b) Sei G = (V, R, α,ω) ein gerichteter endlicher stark zusammenhän-
gender Graph mit |V | ≥ 2. Zeigen Sie, daß dann |R| ≥ |V | gilt.

Aufgabe 3.2 – Wege

Sei G = (V, R, α,ω) ein gerichteter Graph und w ein Weg in G mit
α(w) = u und ω(w) = v. Zeigen Sie, daß es dann einen elementaren
Weg w ′ in G mit α(w ′) = u und ω(w ′) = v gibt.

Aufgabe 3.3 – Zusammenhang ungerichteter Graphen

Sei G = (V, E, γ) ein ungerichteter endlicher Graph. Mit k(G) bezeich-
nen wir die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G. Sei e ∈ E

eine Kante von G und G − e := (V, E \ {e}, γ) der Graph, den man er-
hält, wenn man aus G die Kante e entfernt. Beweisen Sie, daß dann die
Ungleichung

k(G) ≤ k(G − e) ≤ k(G) + 1

gilt.

Aufgabe 3.4 – Bipartite Graphen

In dieser Aufgabe sei G = (V, E) ein endlicher einfacher ungerichteter
und zusammenhängender Graph. Man nennt G bipartit, wenn es eine
Partition V = A ∪ B, A ∩ B = ∅ der Eckenmenge gibt, so daß (u, v) ∈ E

impliziert, daß entweder u ∈ A und v ∈ B oder u ∈ B und v ∈ A gilt.
Beweisen Sie, daß G genau dann bipartit ist, wenn es in G keinen

elementaren Kreis ungerader Länge gibt.
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Aufgabe 3.5 – Artikulationspunkte

In dieser Aufgabe sei G = (V, E) ein endlicher einfacher ungerichteter
und zusammenhängender Graph. Eine Ecke v ∈ V heißt Artikulations-
punkt von G, wenn G[V \ {v}] nicht mehr zusammenhängend ist. Bewei-
sen Sie, daß die folgenden zwei Aussagen äquivalent sind:

1. Die Ecke v ist ein Artikulationspunkt von G.

2. Es existieren zwei von v verschiedene Ecken x und y, so daß v

Element der Spur jedes Weges von x nach y ist.

Aufgabe 3.6 – Topologische Sortierung

In dieser Aufgabe sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher gerichteter Graph.
Eine topologische Sortierung von G ist eine bijektive Abbildung σ : V →
{1, 2, . . . , |V |}, mit folgender Eigenschaft:

σ(α(r)) < σ(ω(r)) für alle r ∈ R.

(a) Zeigen Sie, daß für G genau dann eine topologische Sortierung
existiert, wenn G kreisfrei ist.

(b) Geben Sie einen Algorithmus an, der für einen gerichteten Gra-
phen G in Adjazenzlistendarstellung in O(|V | + |R|) Zeit prüft, ob
G kreisfrei ist.

Aufgabe 3.7 – Graphfärbungen

Eine k-Färbung eines (gerichteten oder ungerichteten) Graphen G mit
Eckenmenge V ist eine surjektive Abbildung f : V → {1, . . . , k}, so daß
für alle adjazenten Ecken u, v ∈ V gilt: f(u) �= f(v). Zwei Ecken dürfen
also höchstens dann die gleiche Farbe erhalten, wenn sie nicht durch
eine Kante verbunden sind.

(a) Sei G = (V, R) ein gerichteter endlicher Graph mit maximalem
Grad ∆ := maxv∈V g(v). Zeigen Sie, daß man G mit ∆ + 1 Farben
färben kann.

(b) Sei G = (V, R) wieder ein gerichteter endlicher Graph, der keinen
Kreis besitzt. Sei 5 die maximale Länge eines elementaren Weges
in G. Beweisen Sie, daß man G mit 5 + 1 Farben färben kann.

Aufgabe 3.8 – Graphfärbungen und chromatische Zahl

Sei G = (V, E) ein einfacher ungerichteter Graph. Eine Funktion f : V →
{1, . . . , k} heißt k-Färbung des Graphen, wenn für jede Kante e = (v,w) ∈
E gilt: f(v) �= f(w). Die Eckenteilmenge { v ∈ V | f(v) = i }, heißt
Farbklasse zur Farbe i, i = 1, . . . , k.

Die chromatische Zahl χ(G) eines Graphen ist definiert durch

χ(G) := min{ k ∈ N | es gibt eine k-Färbung von G } .

Für zwei Graphen G1 = (V, E1) und G2 = (V, E2) mit gleicher
Eckenmenge wird durch G1 ∪ G2 := (V, E1 ∪ E2) die Vereinigung der
beiden Graphen definiert.



Übungsaufgaben 21

a. Zeigen Sie: Hat jede Ecke v ∈ V des Graphen G = (V, E) einen
Grad g(v) ≤ k, dann gilt:

χ(G) ≤ k + 1 .

Geben Sie dazu einen iterativen Algorithmus an, der eine gültige
Färbung mit höchstens k + 1 Farben ermittelt.

b. Zeigen Sie:

χ(G1 ∪G2) ≤ χ(G1) · χ(G2) .

Aufgabe 3.9 – Kritische Graphfärbungen

Ein Graph G = (V, E) mit chromatischer Zahl χ = χ(G) heißt kritisch
χ-chromatisch, wenn gilt:

∀e ∈ E : χ((V, E \ e)) < χ ,

das heißt, durch Entfernen einer beliebigen Kante aus dem Graphen
nimmt die chromatische Zahl ab.

a. Geben Sie für k = 2, 3, 4, . . . eine Familie von kritisch k-chromatischen
Graphen an.

b. Geben Sie für n = 3, 5, 7, . . . eine Familie von kritisch 3-chromatischen
Graphen mit n Ecken an.

Aufgabe 3.10 – Eulersche Graphen

Man gebe einen Algorithmus an, der für einen schwach zusammenhän-
genden Graphen G in O(|V |+|R|) Schritten bestimmt, ob dieser Eulersch
ist und, falls G Eulersch ist, einen Eulerschen Kreis bestimmt.

Aufgabe 3.11 – Hamiltonsche Kreise

Im folgenden sei G = (V, E) ein endlicher einfacher ungerichteter Graph.
Seien u und v nicht-adjazente Ecken von G mit g(u) + g(v) ≥ |V | und
G ′ = (V, E ∪ {(u, v)} der Graph, den man aus G erhält, wenn man die
Kante (u, v) einfügt. Zeigen Sie, daß G genau dann Hamiltonsch ist,
wenn G ′ Hamiltonsch ist.

Hinweis: Benutzen für die Rückrichtung (G ′ Hamiltonsch⇒ G Ha-
miltonsch) einen elementaren Weg w in G ′, der jede Ecke genau einmal
berührt, etwa w = [u = v1, . . . , vn = v]. Betrachten Sie dann die Men-
gen

A = { vi : 3 ≤ i ≤ n − 1 und (u, vi) ∈ E }

B = { vi : 3 ≤ i ≤ n − 1 und (v, vi−1) ∈ E }

Aufgabe 3.12 – Hamiltonsche Wege

Sei G = (V, E) ein einfacher ungerichteter Graph mit n Ecken. Ein
Weg w in G heißt hamiltonsch, falls w jede Ecke v ∈ V genau einmal
berührt. Ein Graph G heißt hamiltonsch zusammenhängend, falls es für
jedes Eckenpaar v,w ∈ V , v �= w, einen hamiltonschen Weg in G von v

nach w gibt.
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a. Zeigen Sie: Für jedes n ∈ N gibt es einen Graphen Gn mit n Ecken
und höchstens 2n − 2 Kanten, der hamiltonsch zusammenhän-
gend ist.

b. Zeigen Sie: Jeder hamiltonsch zusammenhängende Graph mit
mehr als zwei Ecken enthält einen hamiltonschen Kreis.

Aufgabe 3.13 – Starker Zusammenhang

a. Ist G = (V, R, α,ω) stark zusammenhängend und |V | ≥ 2, so gilt:

|R| ≥ |V | .

b. Ist G = (V, R, α,ω) schwach zusammenhängend, und sind seine
starken Zusammenhangskomponenten Z1, Z2, . . . , Zp, . . . , Zq

so numeriert, daß |Zi| ≥ 2 ⇐⇒ i ≤ p, so gilt:

|R| ≥ |V | + p − 1 .

Aufgabe 3.14 – Distanzen in Graphen

Sei G = (V, R, α,ω) ein gerichteter Graph, ferner sei l : R→ Q eine Pfeil-
bewertung. Für einen Weg w = (r1, . . . , rk) ist dann l(w) :=

∑k
i=1 l(ri)

die Länge des Weges. Falls l ≡ 1 („Einheitsbewertung“), ist die Länge des
Weges identisch mit der Anzahl seiner Pfeile.

Die Distanz dG(v1, v2) zweier Ecken im Graphen wird dann defi-
niert durch

dG(v1, v2) :=




0, falls v1 = v2,
inf{ l(w) | w ∈ Wv1,v2

}, falls Wv1,v2
�= ∅,

+∞, falls Wv1,v2
= ∅,

wobei mit Wv1,v2
die Menge aller Wege von v1 nach v2 bezeichnet ist.

Es ist anzumerken, daß sowohl Weglängen als auch Distanzen negativ
sein können. Der Fall dG(v1, v2) = −∞ tritt auf, wenn auf einem Weg
von v1 nach v2 ein Kreis negativer Länge liegt.

Weisen Sie nach, daß dG die Dreiecksungleichung

dG(v1, v3) ≤ dG(v1, v2) + dG(v2, v3) für alle v1, v2, v3 ∈ V , v1 �= v3

erfüllt. Die Ungleichung „+∞ ≤ a+b“ sei bereits dann erfüllt, wenn a =
+∞ oder b = +∞ gilt.

Aufgabe 3.15 – Zusammenhang

Ein ungerichteter Graph heißt 2-fach zusammenhängend, wenn der durch
Entfernen je einer beliebigen Kante entstehende Graph noch zusam-
menhängend ist.

Zeigen Sie: Ein zusammenhängender Graph G = (V, E) ist genau
dann 2-fach zusammenhängend, wenn jede Kante e ∈ E auf einem
Kreis in G liegt.
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Aufgabe 3.16 – Graphfärbungen und Partitionen

Sei G = (V, E) ein beliebiger Graph. Unter einer Partition V = V1

.∪ V2
der Eckenmenge versteht man eine Zerlegung V = V1 ∪V2 mit V1 ∩V2 �=
∅ und Vi �= ∅.

Zeigen Sie für den Fall E �= ∅:

a. Es gibt eine Partition V = V1
.∪ V2 der Eckenmenge, so daß

χ(G[V1]) + χ(G[V2]) = χ(G) .

b. Wenn G nicht vollständig ist, dann gibt es eine Partition V = V1
.∪

V2 der Eckenmenge, so daß

χ(G[V1]) + χ(G[V2]) > χ(G) .

Hinweis: Wählen Sie V1 als eine maximale Clique im Graphen.





Kapitel 4

Bestimmung von Zusam-
menhangskomponenten

4.1 Transitive Hülle
Definition 4.1 (Transitivität)
Ein Graph G = (V, R, α,ω) heißt transitiv, wenn gilt: Sind r, r ′ ∈ R

mit ω(r) = α(r ′), so existiert ein Pfeil r ′′ ∈ R mit α(r ′′) = α(r) und
ω(r ′′) = ω(r ′).

Definition 4.2 (Transitive Hülle)
Sei G = (V, R) ein endlicher Graph ohne Parallelen. Ein Graph G∗ =
(V, R∗) heißt transitive Hülle von G, wenn

1. G 	 G∗

2. G∗ transitiv und

3. G ′transitiv ∧ G 	 G ′ ⇒ G∗ 	 G ′.

Anschaulich: G∗ ist ein kleinster transitiver Obergraph von G.

Lemma 4.3 Sei G ein endlicher Graph ohne Parallelen. Dann ist die
transitive Hülle G∗ von G eindeutig definiert.

Beweis: Eindeutigkeit: Sind G∗ und H∗ transitive Hüllen von G, so
folgt nach Eigenschaft 3 G∗ 	 H∗ und H∗ 	 G∗, also G∗ = H∗.

Existenz: Sei G die Menge der parallelenfreien transitiven Obergra-
phen von G mit gleicher Eckenmenge wie G. Die Menge G ist nichtleer,
denn G0 := (V, V × V) ∈ G. Setze G∗ := (V, R∗) mit

R∗ :=
⋂

G ′=(V,R ′)∈G
R ′. (4.1)

Wir prüfen die Eigenschaften 1 bis 3 nach. Eigenschaft 1 folgt aus
G 	 G ′ für alle G ′ ∈ G. Eigenschaft 3 wird durch die Schnittbildung
gesichert.

Transitivität: Seien r, r ′ ∈ R mit ω(r) = α(r ′), etwa r = (u, v) und
r ′ = (v,w). Da jedes G ′ ∈ G transitiv ist, gilt (u,w) ∈ R ′ für alle G ′ ∈ G.
Also ist (u,w) ∈ R∗. ✷
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Lemma 4.4 Sei G = (V, R) ein gerichteter endlicher Graph und G∗ die
transitive Hülle von G. Dann gilt für u �= v die Beziehung v ∈ EG(u)
genau dann, wenn (u, v) ∈ R∗.

Beweis:
„⇒“

Sei v ∈ EG(u) mit u �= v. Dann existiert ein Weg w = (r1, . . . , rk)
von u nach v in G. Durch Induktion nach k folgt nun aus der Transiti-
vität von G∗: (u, v) ∈ R∗.

„⇐“

Sei (u, v) ∈ R∗ mit u �= v. Annahme: v /∈ EG(u). Betrachte G ′ :=
(V, R ′) mit

R ′ := { (x, y) : x ∈ V ∧ y ∈ EG(x) }.

Nach dem obigen Beweis der Hinrichtung gilt R ′ ⊆ R∗. Nach der Wi-
derspruchsannahme gilt: R ′ ⊂ R∗, also G 	 G ′ 	 G∗ und G ′ �= G∗.

G ′ ist aber transitiv:

(x, y) ∈ R ′ ∧ (y, z) ∈ R ′ ⇔ y ∈ EG(x) ∧ z ∈ EG(y)

Transitivität der Erreichbarkeit⇒ z ∈ EG(x)⇔ (x, z) ∈ R ′

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalität von G∗ (Eigenschaft 3). ✷

Definition 4.5 (Transitive reflexive Hülle)
Sei G = (V, R) ein endlicher Graph ohne Parallelen und G∗ = (V, R∗) die
transitive Hülle von G. Der Graph

G∗
refl := (V, R∗ ∪ { (v, v) : v ∈ V })

heißt dann transitive reflexive Hülle von G.

Korollar 4.6 Sei G = (V, R) ein gerichteter endlicher Graph mit V =
{v1, . . . , vn} und A(G∗

refl) = (aij) die Adjazenzmatrix der transitiven
reflexiven Hülle von G. Dann gilt vi ∼ vj genau dann, wenn aik =
ajk für k = 1, . . . , n, d.h. wenn die ite und die jte Zeile von A(G∗

refl)
übereinstimmen.

Beweis: Aus Lemma 4.4 und der Definition der Adjazenzmatrix. ✷

4.2 Der Tripelalgorithmus

Im folgenden sei G = (V, R) ein endlicher gerichteter Graph ohne Par-
allelen.

Ziel: Bestimmung von A(G∗
refl) = (aij)

Definiere:

GoP := {G : G = (V, R) ist endlicher Graph ohne Parallelen mit Eckenmenge V }
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Definition 4.7 (Tripeloperator)
Der Tripeloperator Tv zur Umwegecke v ist eine Abbildung Tv : GoP →
GoP mit Tv ◦G := Tv(G) := (V, R ′) mit

R ′ := R ∪ {(v, v)} ∪ { (vi, vj) : (vi, v) ∈ R ∧ (v, vj) ∈ R }

Die Anwendung des Tripeloperators kann wie in Abb. 4.1 veran-
schaulicht werden.

u w

xv

u w

xv Tv Abbildung 4.1:
Ein Beispiel für die Anwen-
dung eines Tripeloperators.
Die neu hinzugekommenen
Pfeile sind gestrichelt ge-
zeichnet.

Für die sukzessive Anwendung von k Tripeloperatoren Tv1
, . . . , Tvk

schreiben wir auch

Tvk
◦ · · · ◦ Tv1

◦G =:

k∏
i=1

Tvi
◦G.

Bemerkung 4.8 Die Tripeloperatoren besitzen folgende „Monotonieei-
genschaft“. Sind G = (V, R) und G ′ = (V, R ′) Graphen mit G 	 G ′ und
v ∈ V , so gilt Tv ◦G 	 Tv ◦G ′.

Satz 4.9 Sei G = (V, R) mit V = {v1, . . . , vn} und π : {1, . . . , n} →
{1, . . . , n} eine beliebige Permutation. Dann gilt

G∗
refl =

n∏
i=1

Tvπ(i)
◦G (= Tvπ(n)

◦ · · · ◦ Tvπ(1)
◦G).

Der Beweis von Satz 4.9 benötigt einige Hilfssätze.

Lemma 4.10 Sind v1, . . . , vk ∈ V , so gilt

k∏
i=1

Tvi
◦G 	 G∗

refl.

Aus Lemma 4.10 folgt dann sofort:

n∏
i=1

Tvπ(i)
◦G 	 G∗

refl

für jede Permutation π : {1, . . . , n}→ {1, . . . , n}.
Beweis von Lemma 4.10: Induktionsanfang: k = 1

Zu betrachten: G ′ := (V, R ′) := Tv ◦G.
Es gilt

R ′ = R ∪ {(v, v)} ∪ { (u,w) : (u, v) ∈ R ∧ (v,w) ∈ R }

= R ∪ {(v, v)} ∪ Rv.
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Da G∗
refl transitiv, folgt Rv ⊆ R∗

refl. Somit gilt G ′ 	 G∗
reflx nach Defini-

tion von G∗
refl.

Induktionsschritt: k→ k + 1

G ′ :=

k+1∏
i=1

Tvi
◦G = Tvk+1

◦G ′′

mit

G ′′ :=

k∏
i=1

Tvi
◦G.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt G ′′ 	 G∗
refl.

Es gilt

R ′ = R ′′ ∪ {(v, v)} ∪ { (u,w) : (u, v) ∈ R ′′ ∧ (v,w) ∈ R ′′ }
= R ′′ ∪ {(v, v)} ∪ R ′′

v .

Aus R ′′ ⊆ R∗
refl und der Transitivität von G∗

refl folgt wieder R ′
v ⊆ R∗

refl. ✷

Lemma 4.11 Ist w = [vi0
, . . . , vik

] ein elementarer Weg der Länge k ≥ 2

in einem parallelenfreien Graphen G, und π : {1, . . . , k−1}→ {1, . . . , k−
1} eine beliebige Permutation. Dann gilt

(vi0
, vik

) ∈
k−1∏
j=1

Tviπ(j)
◦G.

Beweis: Induktion nach k.
Induktionsanfang: k = 2. Es sei w = [vi0

, vi1
, vi2

]. Die einzig mög-
liche Permutation π : {1} → {1} ist π(1) = 1. Es gilt aber (vi0

, vi2
) ∈

Tviπ(1)
◦G.

Induktionsschritt: k→ k + 1

Sei w = [vi0
, . . . , vik+1

]. Es gilt

k∏
j=1

Tviπ(j)
◦G =

k∏
j=2

Tviπ(j)
◦ (Tviπ(1)

◦G).

Der Weg w ′ = [vi0
, . . . , viπ(1)−1

, viπ(1)+1
, . . . , vik+1

] ist ein elementarer
Weg der Länge k im Graphen G ′ := Tviπ(1)

◦G (siehe Bild 4.2).

vi0 viπ(1)−1

viπ(1)

viπ(1)+1
vik+1

Abbildung 4.2:
Beweis von Lemma 4.11.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann:

(vi0
, vik+1

) ∈
k∏

j=2

Tviπ(j)
◦G ′ =

k∏
j=2

Tviπ(j)
◦ (Tviπ(1)

◦G).
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✷

Beweis von Satz 4.9: Wie bereits bemerkt, folgt aus Lemma 4.10:

G ′ := (V, R ′) :=

n∏
i=1

Tvπ(i)
◦G 	 G∗

refl (4.2)

für jede Permutation π : {1, . . . , n}→ {1, . . . , n}.
Wir zeigen nun G∗

refl 	 G ′, was dann zusammen mit (4.2) die Gleich-
heit G ′ = G∗

refl und damit die Behauptung des Satzes zeigt.
Sei (vi, vj) ∈ R∗

refl. Wir müssen zeigen, daß (vi, vj) ∈ R ′ gilt.
Falls vi = vj folgt (vi, vi) ∈ R ′ aus vi ∈ Tvi

◦ G und der Monotonie-
eigenschaft der Tripeloperatoren (siehe Bemerkung 4.8).

Sei daher vi �= vj. Nach Lemma 4.4 gilt für vi �= vj die Äquivalenz:
(vi, vj) ∈ R∗ ⇔ vj ∈ EG(vi). Sei daher w ein Weg in G mit α(w) = vi
und ω(w) = vj. Nach Aufgabe 3.2 können wir o.B.d.A. annehmen, daß
w elementar ist.

Aus Lemma 4.11 folgt dann mit der Monotonieeigenschaft (Bemer-
kung 4.8) (vi, vj) ∈ R ′. ✷

Algorithmus 4.1 Tripelalgorithmus

Input: Ein Graph G = (V, R) ohne Parallelen, der durch seine
Adjazenzmatrix A(G) = (aij) gegeben ist

1 for i← 1, . . . , n do {Betrachte Umwegecke vi}

2 aii ← 1

3 for j← 1, . . . , n do
4 for k← 1, . . . , n do
5 ajk ← max{ajk, aji · aik}

6 end for
7 end for
8 end for
9 return A

Satz 4.12 Der Tripelalgorithmus bestimmt in Θ(|V |3) Zeit die Adja-
zenzmatrix der transitiven reflexiven Hülle G∗

refl. ✷

Korollar 4.13 Mit dem Tripelalgorithmus kann man in Θ(|V |3) Zeit die
starken Zusammenhangskomponenten eines Graphen G bestimmen.

Beweis: Nach Korollar 4.6 gilt vi ∼ vj genau dann, wenn die ite und
die jte Zeile von A(G∗

refl) übereinstimmen. Nach Satz 4.12 ist A(G∗
refl)

in O(|V |3) Zeit bestimmbar. Das „Ordnen“ der Ecken gemäß gleicher
Zeilen ist ebenfalls in O(|V |3) Zeit durchführbar. ✷

Wir werden in Kapitel 6 ein effizienteres Verfahren kennenlernen,
mit dem man die Komponenten bestimmen kann.

4.3 Der Reduzierte Graph

Definition 4.14 (Reduzierter Graph)
Sei G = (V, R, α,ω) ein gerichteter Graph mit den Zusammenhangs-
komponenten ZK1, . . . ,ZKp. Der reduzierte Graph Ĝ = (V̂, R̂) ist
dann definiert durch
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1. V̂ := {ZK1, . . . ,ZKp}

2. R̂ := { (ZKi, ZKj) : i �= j und es gibt ein r ∈ R mit α(r) ∈ ZKi und ω(r) ∈ ZKj }.

Satz 4.15 Der reduzierte Graph ist ein einfacher kreisfreier Graph.

Beweis: Per Definition ist Ĝ parallelen- und schlingenfrei, also einfach.
Widerspruchsannahme: w ist ein Kreis in Ĝ. Da Ĝ einfach ist, ist

w durch seine Spur eindeutig charakterisiert. O.B.d.A. seien die Kom-
ponenten so numeriert, daß s(w) = (ZK1, ZK2, . . . ,ZKk, ZK1) Da Ĝ

schlingenfrei ist, besitzt w mindestens Länge 2.
Da (ZKj, ZKj+1) ∈ R̂, gibt es v ′

j ∈ ZKj, vj+1 ∈ ZKj+1 und rj ∈ R mit
α(rj) = v ′

j und ω(rj) = vj+1 (j = 1, . . . , k − 1) (siehe Bild 4.3). Analog
gibt es wegen (ZKk, ZK1) ∈ R̂ Ecken v ′

k ∈ ZKk und v1 ∈ ZK1 und einen
Pfeil rk mit α(rk) = v ′

k und ω(rk) = v1.

ZK1

ZK3

ZK2

ZKk

v ′
1

v2

v ′
2

v1

w2

w3

w1

r1

r2

rk

r3

Abbildung 4.3:
Beweis von Satz 4.15.

Da vj, v
′
j ∈ ZKj gilt entweder vj = v ′

j oder es existiert ein Weg wj

mit α(wj) = vj und ω(wj) = v ′
j für j = 1, . . . , k.

Dann ist aber r1 ◦w2 ◦ r2 ◦ · · ·wk ◦ rk ◦w1 (wobei wir wj weglassen,
wenn vj = v ′

j gilt) ein Kreis in G, der die Komponenten ZK1, . . . ,ZKk

berührt.
Insbesondere: v2 ∈ EG(v ′

1) wegen (v ′
1, v2) ∈ R. Außerdem: v ′

1 ∈
EG(v2), da w2 ◦ r2 ◦w3 · · ·wk ◦ rk ◦w1 ein Weg in G von v2 nach v ′

1 ist.
Somit v ′

1 ∼ v2 im Widerspruch zu v ′
1 ∈ ZK1 �= ZK2 � v2. ✷

Aus Korollar 4.13 folgt, daß man Ĝ in O(|V |3) Zeit bestimmen kann.

Satz 4.16 Sei G = (V, R) ein parallelenfreier Graph. Dann kann der
reduzierte Graph Ĝ mit dem Tripelalgorithmus bestimmt werden, die
Laufzeit liegt in Θ(|V |3). ✷
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4.4 Irreduzible Kerne

Für die transitive Hülle eines Graphen G = (V, R) mußten alle „Transi-
tivitätsbeziehungen“, die aus den Pfeilen von G folgen, eingefügt wer-
den.

Im folgenden betrachten wir eine gewisse „Umkehrung“ dieses Pro-
blems.

Gegeben:

1. Menge P = {p1, . . . , pn} von Prozessen

2. Prozeßlaufzeiten t(pi), i = 1, . . . , n

3. Präzedenzbeziehungen B der Form: pi kann erst dann begonnen
werden, wenn pj beendet wurde.

Gesucht: Ein kürzester „Schedule“ d.h. eine Bijektion s : P →
{1, . . . , n}, wobei s(pi) der Anfangszeitpunkt von pi ist.

Darstellung der Präzedenzstruktur im Präzedenzgraphen G = (P, RB)
mit

RB = { (pj, pi) : pi kann erst dann begonnen werden, wenn pj beendet wurde }.

Beispiel 4.17 Bild 4.4 zeigt ein Beispiel für einen Präzedenzgraphen
mit Prozessen P = {p1, . . . , p5}.

p1

p2

p4

p3

p5 G = (P, RB)

redundanter Pfeil
Abbildung 4.4:
Ein Präzedenzgraph.

Ein Schedule ist eine topologische Sortierung von G (siehe Übung 3.6).

Satz 4.18 Ein endlicher Graph G = (V, R, α,ω) besitzt genau dann eine
topologische Sortierung, wenn G kreisfrei ist.

Beweis: Übung 3.6. ✷

Folge: Notwendig und hinreichend für die Existenz eines Schedules
ist, daß der Präzedenzgraph G kreisfrei ist.

Aufgabe: Eliminieren von „redundanten Präzedenzbedingungen“

Definition 4.19 (Irreduzibler Kern)
Sei G = (V, R) ein Graph. Ein Graph G∗ = (V, R∗) heißt transitiv irre-
duzibler Kern von G, falls gilt:
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1. G∗ 	 G,

2. (G∗)∗ = G∗, d.h. G∗ besitzt die gleiche transitive Hülle wie G, und

3. ist G ′ 	 G∗ mit G ′ �= G∗, so folgt (G ′)∗ �= G∗.

In der letzten Definition haben wir den Begriff des irreduziblen
Kerns nur für parallelenfreie Graphen eingeführt. Wir werden uns aus-
schließlich mit diesem Fall beschäftigen, da Erreichbarkeitsbeziehun-
gen im Graphen nicht durch die Existenz von Parallelen (oder Schlin-
gen) beeinflußt wird. Der Vollständigkeit halber sei hier noch eine all-
gemeinere Definition eines irreduziblen Kerns gegeben, die auch für
Graphen mit Parallelen gültig ist. Sie fällt für parallelenfreie Graphen
mit Definition 4.19 zusammen.

Definition 4.20 (Irreduzibler Kern (alternative Definition))
Sei G = (V, R, α,ω) ein Graph. Ein Graph G∗ = (V, R∗, α|R∗ ,ω|R∗) heißt
transitiv irreduzibler Kern von G, falls gilt:

1. G∗ 	 G,

2. In G und G∗ gelten die gleichen Erreichbarkeitsbeziehungen, d.h.
für Ecken v,w ∈ V gilt: v ∈ EG(w)⇔ v ∈ EG∗(w), und

3. ist G ′ 	 G∗ mit G ′ �= G∗, so gelten in G ′ und G nicht die gleichen
Erreichbarkeitsbeziehungen, d.h. es gibt v,w ∈ G mit v ∈ EG(w),
aber v /∈ EG ′(w).

Frage: Ist G∗ eindeutig? Existiert G∗? (vergleiche: transitive Hülle)

Beispiel 4.21 Wie nebenstehende Abbildung zeigt, ist ein irreduzibler
Kern und sogar die Anzahl seiner Pfeile i. a. nicht eindeutig bestimmt.

v3

v5

v1

v2

v4

v5 v4

v3

v1

v2

v5 v4

v3

v1

v2

Ein Graph mit zwei ver-
schiedenen irreduziblen
Kernen.

Frage: Wie viele Pfeile besitzt ein „dünnster“ irreduzibler Kern?

Definition 4.22 (IRREDUZIBLER KERN)
Eine Instanz von IRREDUZIBLER KERN ist durch einen gerichteten Gra-
phen G = (V, R) und eine natürliche Zahl K gegeben. Das Problem ist
zu entscheiden, ob G einen irreduziblen Kern G∗ = (V, R∗) mit |R∗| ≤ K

besitzt.

Satz 4.23 IRREDUZIBLER KERN ist NP-vollständig.

Beweis: IRREDUZIBLER KERN liegt offenbar in NP: eine nichtdetermini-
stische Maschine muß nur die Pfeilmenge |R∗| „raten“ und dann in Po-
lynomialzeit verifizieren, daß (V, R∗) ein irreduzibler Kern mit |R∗| ≤ K

ist.
Wir benutzen nun eine Reduktion von HAMILTONSCHER KREIS.

Wir wissen, daß HAMILTONSCHER KREIS NP-vollständig ist (Satz 3.25).
Gegeben sei eine beliebige Instanz G = (V, R) von HAMILTONSCHER

KREIS. O.B.d.A. sei G stark zusammenhängend (testbar in Polynomi-
alzeit, etwa mit Tripelalgorithmus) und |V | ≥ 2. Falls G nicht stark
zusammenhängend ist, kann G nicht Hamiltonsch sein.

Wir konstruieren (in Polynomialzeit) eine Instanz G ′ = (V ′, R ′), K ′

von IRREDUZIBLER KERN mit folgender Eigenschaft: G ist genau dann
Hamiltonsch, wenn G ′ einen irreduziblen Kern mit Kardinalität höch-
stens K ′ besitzt.
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Die Konstruktion ist wie folgt: G ′ := G und K ′ := |V |. Offenbar ist
sie in Polynomialzeit durchführbar.

Ist G Hamiltonsch, so besitzt G einen Hamiltonschen Kreis w =
(r1, . . . , r|V |). Offenbar ist dann G∗ := (V, R∗) mit R∗ = {r1, . . . , r|V |}

ein irreduzibler Kern mit |R∗| ≤ K ′ = |V |.
Umgekehrt besitze G ′ einen irreduziblen Kern G∗ = (V, R∗) mit

|R∗| ≤ K ′ = |V |. Da G und damit auch G∗ stark zusammenhängend
ist, gilt nach Übung 3.1 |R∗| ≥ |V |, also insgesamt |R∗| = |V |.

Da G∗ stark zusammenhängend ist, gilt in G∗: g−(v) > 0 und
g+(v) > 0 für alle v ∈ V . Aus

∑
v∈V g+(v) =

∑
v∈V g−(v) = |R∗| = |V |

folgt: g+(v) = g−(v) = 1 für alle v ∈ V .
Nach Satz 3.20 besitzt G∗ einen Eulerschen Kreis w = (r1, . . . , r|V |)

(der wegen des starken Zusammenhangs von G∗ alle Ecken v ∈ V be-
rührt). Wegen g+(v) = g−(v) = 1 für alle v ∈ V muß w elementarer
Kreis sein. Also ist w ein Hamiltonscher Kreis. ✷

Satz 4.24 Sei G = (V, R) ein endlicher gerichteter Graph ohne Paralle-
len, der keinen Kreis besitzt. Dann gelten folgende Aussagen:

1. G besitzt einen eindeutigen irreduziblen Kern G∗ = (V, R∗).

2. Für G∗ gilt die Abschätzung: |R∗| ≤ �|V |2/4�.

Beweis: Übung. ✷

Definition 4.25 (Wesentliche und unwesentliche Pfeile)
Sei G = (V, R) und r ∈ R. Der Pfeil r heißt wesentlich, wenn (V, R \

{r})∗ �= G∗. Ansonsten heißt r unwesentlich oder redundant. Der
Graph G heißt irreduzibel, falls R nur wesentliche Pfeile enthält.

Das folgende Lemma zeigt, daß die letzte Definition mit der Defini-
tion von irreduziblen Kernen kompatibel ist.

Lemma 4.26 Sei G ein endlicher gerichteter Graph und G∗ ein irredu-
zibler Kern von G. Dann ist G∗ irreduzibel nach Definition 4.25.

Beweis: Besäße G∗ einen reduziblen Pfeil r, so erhielten wir durch Ent-
fernen des Pfeils r aus G∗ einen echten Teilgraphen G ′ von G∗ mit
gleicher transitiver Hülle wie G∗ (also auch gleicher transitiver Hül-
le wie G). Dies widerspricht der Minimalitätseigenschaft eines irredu-
ziblen Kernes (Eigenschaft 3 in Definition 4.19). ✷

Nun: Einfacher „Wegwerf-Algorithmus“ zur Konstruktion eines ir-
reduziblen Kerns (Algorithmus 4.2).

Algorithmus 4.2 Wegwerf-Algorithmus zur Konstruktion eines irredu-
ziblen Kerns.

Input: Ein Graph G = (V, R) ohne Parallelen

1 R∗ ← R

2 while (V, R∗) enthält einen redundanten Pfeil r ∈ R∗ do
3 R∗ ← R∗ \ {r}

4 end while
return (V, R∗)
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Satz 4.27 Algorithmus 4.2 konstruiert einen irreduziblen Kern von G.
Er kann so implementiert werden, daß er in O(|V |3 · |R|2) Zeit läuft.

Beweis: Die Korrektheit folgt unmittelbar aus der Konstruktion. Jeder
Test in Schritt 2 kann durch |R| Anwendungen des Tripelalgorithmus
(für (V, R \ {r}), r ∈ R) erfolgen. Die while-Schleife wird höchstens |R|

mal durchlaufen. ✷

Übungsaufgaben

Aufgabe 4.1 – Tripeloperatoren

Sei G = (V, R) ein endlicher Graph ohne Parallelen. Beweisen oder
widerlegen Sie, daß für zwei Tripeloperatoren Tu und Tv (u, v ∈ V) gilt:

Tu ◦ Tv ◦G = Tv ◦ Tu ◦G.

Aufgabe 4.2 – Irreduzible Kerne

Sei G = (V, R) ein endlicher gerichteter Graph ohne Parallelen, der kei-
nen Kreis besitzt. Beweisen Sie, daß G einen eindeutigen irreduziblen
Kern G∗ = (V, R∗) besitzt.

Aufgabe 4.3 – Transitive Hülle und reduzierter Graph

Bestimmen Sie mit Hilfe des Tripelalgorithmus die transitive reflexive
Hülle G∗

refl und den reduzierten Graphen Ĝ für den in Abbildung 4.5
gezeichneten Graphen G.

v1

v2
v3

v4

v5v6

Abbildung 4.5:
Graph zu Übung 4.3

Aufgabe 4.4 – Irreduzible Kerne

Sei G = (V, R) ein stark zusammenhängender Graph, und sei G∗ =
(V, R∗) ein irreduzibler Kern. Zeigen Sie:

|V | ≤ |R∗| ≤ 2 · (|V | − 1) .
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Hinweis: Wählen Sie eine Ecke v ∈ V und Teilgraphen Gout, Gin von G

mit EGout(v) = V und v ∈ EGin(v
′) für alle v ′ ∈ V . Kann v beliebig

gewählt werden?





Kapitel 5

Bäume, Wälder und
Matroide

5.1 Bäume und Wälder
Definition 5.1 (Wald, Baum (ungerichteter Fall))
Ein ungerichteter Graph G = (V, E, γ) heißt Wald, wenn V �= ∅ und G

keinen einfachen Kreis besitzt. Falls G zusätzlich zusammenhängend
ist, so heißt G Baum.

Im gerichteten Fall muß man zur Definition von Bäumen und Wäl-
dern den „Umweg“ über Ketten und Zykel machen.

Definition 5.2 (Kette, Zykel)
Ist G = (V, R, α,ω) ein gerichteter Graph, so heißt

κ = (δ1r1, . . . , δkrk)

eine Kette, falls gilt:

1. rj ∈ R für j = 1, . . . , k

2. δj ∈ {−1,+1} für j = 1, . . . , k

3. Mit

α(δjrj) :=

{
α(rj) falls δj = 1

ω(rj) falls δj = −1
und ω(δjrj) :=

{
ω(rj) falls δj = 1

α(rj) falls δj = −1

gilt ω(δjrj) = α(δj+1rj+1) für j = 1, . . . , k − 1.

Wir nennen α(κ) := α(δ1r1) die Anfangsecke und ω(κ) := ω(δkrk) die
Endecke von κ. Falls α(κ) = ω(κ), so heißt κ Zykel.

Die Spur der Kette κ ist s(κ) := (α(δ1r1), . . . , α(δkrk),ω(δkrk)). Die
Kette κ nennen wir einfach, wenn ri �= rj für i �= j. Ferner nennen wir κ

elementar, wenn α(δjrj) �= α(δlrl) und ω(δjrj) �= ω(δlrl) für j �= l gilt.

Definition 5.3 (Wald, Baum (gerichteter Fall))
Ein gerichteter Graph G = (V, R, α,ω) heißt Wald, wenn V �= ∅ und
G keinen einfachen Zykel besitzt. Falls G zusätzlich noch schwach zu-
sammenhängend ist, so heißt G Baum.
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Bemerkung: Wir sagen oft, ein Graph G = (V, R, α,ω) sei zyklenfrei,
und meinen damit, daß G keinen einfachen Zykel besitzt.

Definition 5.4 (Spannender Baum, spannender Wald)
Sei G ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph. Ein Partialgraph H

von G ist ein spannender Baum, wenn H ein Baum ist. Ein Partial-
graph H von G ist ein spannender Wald, wenn jede schwache Zusam-
menhangskomponente von H ein spannender Baum einer schwachen
Zusammenhangskomponente von G ist.

Lemma 5.5 Ein gerichteter Graph G = (V, R, α,ω) ist genau dann schwach
zusammenhängend, wenn es für jedes Paar von Ecken u �= v eine ein-
fache Kette κ in G gibt mit α(κ) = u und ω(κ) = v.

Beweisskizze: Nach Definition ist G genau dann schwach zusammen-
hängend, wenn Gsym stark zusammenhängend ist.

Man benutze nun die Äquivalenz: Gsym enthält einen Pfeil r ⇐⇒
G enthält einen Pfeil r ′ mit {α(r ′),ω(r ′)} = {α(r),ω(r)}. ✷

Ausführlicher Beweis von Lemma 5.5:
„⇒“
Ist G schwach zusammenhängend, so ist Gsym stark zusammenhän-

gend. Folglich existiert zu u �= v ein o.B.d.A. elementarer Weg w =
(r1, . . . , rk) in Gsym mit α(w) = u und ω(w) = v. Falls ri ∈ R, so wäh-
le r ′i := ri und δi := 1. Ansonsten existiert r ′i ∈ R mit α(r ′i) = ω(ri)
und ω(r ′i) = α(ri). In diesem Fall setzen wir δi := −1. Die Kette
κ := (δ1r

′
1, . . . , δkr

′
k) besitzt die gewünschten Eigenschaften.

„⇐“
Sei κ = (δ1r1, . . . , δkrk) eine Kette mit α(κ) = u und ω(κ) = v.

Wähle r ′i ∈ Gsym mit

r ′i :=

{
ri falls δi = 1

r−1
i falls δi = −1.

Dann ist w = (r ′1, . . . , r
′
k) ein Weg von u nach v in Gsym. Analog findet

man einen Weg von v nach u. Somit ist u ∼ v. Da u, v beliebig, ist Gsym

stark zusammenhängend. ✷

Lemma 5.6 Sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher schwach zusammenhän-
gender Graph. Dann gilt |R| ≥ |V | − 1.

Beweis: Induktion nach n := |V |.
Die Aussage ist richtig für n = 1. Sei sie bereits für alle k < n

bewiesen und G = (V, R, α,ω) schwach zusammenhängend mit |V | =
n.

Da G schwach zusammenhängend ist, folgt g(v) ≥ 1 für alle v ∈ V .
Wenn g(v) ≥ 2 für alle v ∈ V , so gilt

|R| =
1

2

∑
v∈V

g(v) ≥ 1

2
· 2 · |V | = |V |.

Also gilt insbesondere |R| ≥ |V |. Ansonsten sei g(v) = 1 mit o.B.d.A.
g+(v) = 0. Der Graph G ′ := G[V \{v}] ist dann schwach zusammenhän-
gend und besitzt nach Induktionsvoraussetzung mindestens (|V |−1)−1

Pfeile. Zählen wir den einen mit v inzidenten Pfeil hinzu, so erhalten
wir, daß G mindestens |V | − 1 Pfeile enthält. ✷
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Satz 5.7 (Äquivalente Definitionen für Bäume) Sei G = (V, R, α,ω)
ein endlicher Graph. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. G ist ein Baum.

2. G enthält keinen einfachen Zykel, aber jeder echte Obergraph von
G mit gleicher Eckenmenge besitzt einen einfachen Zykel.

3. Für jedes Paar von Ecken u �= v existiert genau eine einfache Kette
κ in G mit α(κ) = u und ω(κ) = v.

4. G ist schwach zusammenhängend und für jeden Pfeil r ∈ R ist
der durch R \ {r} induzierte Partialgraph nicht schwach zusam-
menhängend.

5. G ist schwach zusammenhängend und |R| = |V | − 1.

6. G besitzt keinen einfachen Zykel und |R| = |V | − 1.

Beweis:

1⇒ 2 Sei G ′ = (V, R ′, α ′,ω ′) echter Obergraph von G und r ∈ R ′ \ R.

Da G schwach zusammenhängend ist, existiert nach Lemma 5.5
eine einfache Kette κ = (δ1r1, . . . , δkrk) mit α(κ) = ω(r) und
ω(κ) = α(r). Dann ist (δ1r1, . . . , δkrk, r) ein einfacher Zykel in
G ′.

2⇒ 3 Seien u �= v Ecken. Sei r ein neuer Pfeil mit α(r) := u und ω(r) :=
v.

Nach Voraussetzung besitzt G ′ := (V, R∪{r}, α,ω) einen einfachen
Zykel κ. Da G zyklenfrei, ist r ∈ κ, o.B.d.A. κ = (δ1r1, . . . , δkrk,−r).

Dann ist (δ1r1, . . . , δkrk) eine einfache Kette von u nach v.

Annahme: Die Ketten κ = (δ1r1, . . . , δkrk) und κ ′ = (δ ′
1r

′
1, . . . , δ

′
pr

′
p)

erfüllen beide α(κ) = α(κ ′) = u und ω(κ) = ω(κ ′) = v.

Wähle s minimal, so daß δsrs �= δ ′
sr

′
s (siehe Bild 5.1). Es muß

rs �= r ′s gelten, denn sonst besäße G eine Schlinge.

Abbildung 5.1:
Konstruktion eines einfa-
chen Zykels aus den zwei
Ketten κ und κ ′.

rs

rs−1

rt

rq

u
v

κ

κ ′

Wähle nun t ≥ s und q ≥ s minimal, so daß ω(δtrt) = ω(δ ′
qr

′
q).

Dann ist (δsrs, . . . , δtrt,−δ ′
qr

′
q, . . . ,−δ ′

sr
′
s) ein einfacher Zykel in

G. Widerspruch!
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3⇒ 4 Nach Lemma 5.5 ist G schwach zusammenhängend.

Wäre GR\{r} noch schwach zusammenhängend, so gäbe es eine
einfache Kette κ in GR\{r} von α(r) nach ω(r). Dann sind aber κ

und κ ′ := (+r) zwei verschiedene einfache Ketten in G von α(r)
nach ω(r). Widerspruch!

4⇒ 5 Nach Lemma 5.6 gilt |R| ≥ |V | − 1. Wir zeigen nun |R| ≤ |V | − 1

durch Induktion nach n := |V |.

Die Aussage ist offenbar richtig für n = 1.

Sei sie bereits für alle 1 ≤ k < n bewiesen.

Wähle r ∈ R beliebig und betrachte G ′ := GR\{r}. Nach Voraus-
setzung besitzt G ′ die schwachen Zusammenhangskomponenten
G1, . . . , Gp mit p > 1.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt mit Gi = (Vi, Ri): |Ri| ≤ |Vi|−
1 für i = 1, . . . , p. Wegen R = {r}∪⋃p

i=1 Ri und V =
⋃p
i=1 Vi folgt

durch Summation: |R| ≤ |V | − p + 1 ≤ |V | − 1 (wegen p > 1).

5⇒ 6 Annahme: κ = (δ1r1, . . . , δkrk) sei ein einfacher Zykel.

Dann ist G = (V, R \ {r1}, α,ω) immer noch schwach zusammen-
hängend und besitzt |V |− 2 Pfeile im Widerspruch zu Lemma 5.6.

6⇒ 1 Es besitze G die schwachen Zusammenhangskomponenten G1, . . . , Gp

mit Gi = (Vi, Ri).

Jede Komponente ist dann schwach zusammenhängend und zy-
klenfrei, also ein Baum (Eigenschaft 1). Nach dem bisher Bewie-
senen (1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 4 ⇒ 5) gilt |Ri| = |Vi| − 1 für i = 1, . . . , p.
Somit folgt

|V | − 1 = |R| =

p∑
i=1

|Ri| = |V | − p,

also p = 1. Folglich ist G schwach zusammenhängend. ✷

Für ungerichtete Graphen zeigt man analog den folgenden Satz, den
man aus Satz 5.7 erhält, wenn man die Begriffe für gerichtete Graphen
(Zykel, Kette, schwach zusammenhängend) durch die entsprechenden
Begriffe für ungerichtete Graphen (Kreis, Weg, zusammenhängend) er-
setzt:

Satz 5.8 (Äquivalente Definitionen für Bäume) Sei G = (V, E, γ) ein
endlicher ungerichteter Graph. Dann sind folgende Aussagen äquiva-
lent:

1. G ist ein Baum.

2. G enthält keinen einfachen Kreis, aber jeder echte Obergraph von
G mit gleicher Eckenmenge besitzt einen einfachen Kreis.

3. Für jedes Paar von Ecken u �= v existiert genau ein einfacher Weg
w in G mit α(w) = u und ω(w) = v.

4. G ist zusammenhängend und für jede Kante e ∈ E ist der durch
E \ {e} induzierte Partialgraph nicht zusammenhängend.

5. G ist zusammenhängend und |E| = |V | − 1.

6. G besitzt keinen einfachen Kreis und |E| = |V | − 1.
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5.2 Minimale spannende Bäume

Ein Netzwerkdesignproblem

Gegeben sei die Situation von Abbildung 5.2:

1. Orte v1, . . . , vn, die durch ein Leitungsnetz verbunden werden
sollen.

2. Mögliche Verbindungen der Form (vi, vj) mit Baukosten cij. Abbildung 5.2:
Ein kostengünstigstes Netz-
werk soll gebaut werden.

(c45 = +∞)
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Gesucht: Ein kostengünstigstes Leitungsnetz, welches alle Orte
miteinander verbindet.

Graphentheoretische Formulierung des Problems

Gegeben: Ein (ungerichteter) Graph G = (V, E) und eine Kantenbewer-
tungsfunktion c : E→ R.

Gesucht: Ein spannender Baum T = (V, ET ) von G mit minimalen
Kosten (minimalem Gewicht) c(T) :=

∑
e∈ET

c(e).
Im folgenden sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher gerichteter Graph

und c : R → R eine Pfeilbewertungsfunktion. Da ein Wald nie inver-
se Pfeile oder Schlingen enthalten kann, werden wir uns auf den Fall
beschränken, daß G einfach ist, also G = (V, R).

Ziel: Bestimmung eines minimalen spannenden Baumes (Waldes)
von G

Wir werden in diesem Kapitel mehrere Algorithmen zur Bestim-
mung eines minimalen spannenden Baumes kennenlernen.

Notationen:

• MST = „minimal spannender Baum“ (Minimum Spanning Tree)

• MSF = „minimal spannender Wald“ (Minimum Spanning Forest)
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Der Algorithmus von Kruskal

Der Kruskal-Algorithmus (Algorithmus 5.1) benutzt folgende einfache
Strategie: Starte mit einer leeren Pfeilmenge RT . Füge dann iterativ den
leichtesten Pfeil zu RT hinzu, der keinen Zykel induziert.

Algorithmus 5.1 Algorithmus von Kruskal zur Konstruktion eines
MSF.

Input: Ein Graph G = (V, R) mit n := |V | Ecken und m := |R|

Pfeilen, eine Pfeilbewertungsfunktion c : R→ R

1 Sortiere die Pfeile nach ihrem Gewicht: c(r1) ≤ · · · ≤ c(rm)
2 RT ← ∅

3 for i← 1, . . . ,m do
4 if (V, RT ∪ {ri}) ist zyklenfrei then
5 RT ← RT ∪ {ri}

6 end if
7 end for
8 return RT

Falls G schwach zusammenhängend ist, so liefert der Kruskal-Algorithmus
einen spannenden Baum, sonst einen spannenden Wald. Zur Korrekt-
heit des Kruskal-Algorithmus werden wir ein allgemeineres Resultat
zeigen.

Matroide und Unabhängigkeitssysteme

Definition 5.9 (Unabhängigkeitssystem, Matroid)
Ein Unabhängigkeitssystem ist ein Paar (S,F), wobei S eine endliche
Menge und F ⊆ 2S unter Inklusion abgeschlossen ist, d.h.

A ∈ F ∧ B ⊆ A⇒ B ∈ F . (5.1)

Die Mengen in F nennen wir unabhängige Mengen.
Eine Menge M ∈ F heißt maximal bezüglich A ⊆ S, wenn M ⊆ A

und aus M ′ ∈ F und M ⊆ M ′ ⊆ A folgt, daß M = M ′ gilt. Eine
maximale unabhängige Menge ist eine bezüglich S maximale Menge
M ∈ F .

Ein Unabhängigkeitssystem heißt Matroid, wenn gilt:

A,B ∈ F ∧ |B| < |A|⇒ ∃a ∈ A \ B : B ∪ {a} ∈ F . (5.2)

Kurzschreibweisen:

A + x := A ∪ {x}

A − x := A \ {x}

Lemma 5.10 Sei U = (S,F) ein Unabhängigkeitssystem. Dann ist U

genau dann ein Matroid, wenn gilt:

Für jedes A ⊆ S gilt: M,M ′ maximal bzgl. A⇒ |M| = |M ′|. (5.3)

Beweis:
„⇒“
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Wäre |M| < |M ′|, so folgt aus (5.2), daß M+e ∈ F für ein e ∈ M ′\M
im Widerspruch zur Maximalität von M.

„⇐“
Seien M,M ′ ∈ F mit |M| < |M ′|. Dann ist M nicht maximal bezüg-

lich A := M ∪ M ′ (es gibt eine bezüglich A maximale Menge M ′′, die
M ′ enthält. Diese erfüllt |M ′′| ≥ |M ′| > |M|. Da nach Voraussetzung
alle bezüglich A maximalen Mengen die gleiche Kardinalität besitzen
und |M| < |M ′′| ist, kann M nicht maximal sein). Also existiert ein
e ∈ A \ M = M ′ \ M mit M + e ∈ F (Die Menge M ist wieder in einer
maximalen Menge M ′′′ bezüglich A enthalten. Jedes Element aus M ′′′

kann zu M hinzugefügt werden, ohne die Unabhängigkeit von M zu
verletzen. Da M ′′′ nur Elemente aus M ∪ M ′ enthält, folgt die letzte
Aussage). ✷

Beispiele für Matroide und Unabhängigkeitssysteme

Beispiel 5.11 Sei E = {1, 3, 5, 9, 11} und F := {A ⊆ E :
∑

e∈A e ≤ 20 }.
Wir zeigen, daß (E,F) zwar ein Unabhängigkeitssystem ist, aber kein
Matroid.

Sei dazu A ∈ F und B ⊆ A. Wir müssen zeigen, daß auch B ∈ F
gilt.

Es gilt
∑

e∈B e ≤ ∑e∈A e ≤ 20, wobei die letzte Ungleichung aus
der Definition von F und A ∈ F folgt. Also ist auch B ∈ F . Somit
haben wir gezeigt, daß (E,F) ein Unabhängigkeitssystem ist.

(E,F) ist jedoch kein Matroid, denn B := {9, 11} und A := {1, 3, 5, 9}

sind unabhängige Mengen mit |B| < |A|. Jedoch kann man zu B kein
Element a aus A \ B hinzufügen, so daß noch B + a ∈ F gilt.

Satz 5.12 Sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher Graph und

F := {R ′ ⊆ R : GR ′ besitzt keinen einfachen Zykel }.

Dann ist (R,F) ein Matroid. Die maximalen unabhängigen Mengen
sind die spannenden Wälder von G.

Beweis: Besitzt GR ′ keinen einfachen Zykel, so ist auch GR ′′ für alle
R ′′ ⊆ R ′ zyklenfrei. Somit ist (R,F) ein Unabhängigkeitsystem.

Wir zeigen nun, daß die Bedingung (5.3) aus Lemma 5.10 gilt.
Sei A ⊆ R und R ′ ∈ F maximal bezüglich A. Der Graph GA besitze

die p schwachen Zusammenhangskomponenten ZK1, . . . ,ZKp.
Die Restriktion G ′[ZKj] von G ′ := GR ′ auf ZKj ist zyklenfrei. Da R ′

maximal ist, muß G ′[ZKj] zusammenhängend sein (sonst könnte man
R ′ vergrößern, ohne Zyklen zu induzieren). Nach Definition 5.4 ist da-
mit G ′[ZKj] ein spannender Baum von ZKj, also ist G ′ ein spannender
Wald von G. Es folgt nun mit Satz 5.7, daß |R ′| = |V | − p.

Somit besitzen alle bezüglich A maximalen Mengen die Kardinalität
|V | − p. ✷

Der Greedy-Algorithmus für Matroide

Wir kommen nun zum Greedy-Algorithmus für Matroide, der in Algo-
rithmus 5.2 notiert ist.

Man sieht, daß der Kruskal-Algorithmus ein Spezialfall von Algo-
rithmus 5.2 ist, wobei der zugrundeliegende Matroid in Satz 5.12 defi-
niert ist.
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Algorithmus 5.2 Greedy-Algorithmus.

Input: Ein Matroid (S,F) mit m := |S|, eine Gewichtsfunktion
c : S→ R

1 Sortiere die Elemente aus S nach ihrem Gewicht: c(e1) ≤ · · · ≤
c(em)

2 M← ∅

3 for i← 1, . . . ,m do
4 if M + ei ∈ F then
5 M←M + ei
6 end if
7 end for
8 return M

Satz 5.13 (Edmonds) Der Greedy-Algorithmus findet eine maximale
unabhängige Menge mit minimalem Gewicht.

Beweis: Sei Mk die Menge M nach dem Hinzufügen des kten Ele-
ments, d.h. |Mk| = k. Da S endlich, bricht der Greedy-Algorithmus
nach endlich vielen Schritten mit einer Menge Mk ′ ∈ F ab.

Diese Menge ist maximal. Wäre nämlich Mk ′ ⊆ A mit Mk ′ �= A,
so existiert ein e ∈ A \ Mk ′ mit Mk ′ + e ∈ F . In einem Testschritt in
Zeile 4 ist dann e abgelehnt worden, weil für die zu diesem Zeitpunkt
aktuelle Menge M galt: Mk + e /∈ F . Da Mk + e ⊆ Mk ′ + e folgt aber
Mk + e ∈ F . Widerspruch.

Wir zeigen nun durch Induktion nach k, daß gilt:

c(Mk) = min{ c(I) : I ∈ F ∧ |I| = k }. (5.4)

Dies zeigt dann, daß der Greedy-Algorithmus eine maximale Menge
mit minimalem Gewicht liefert.

Für k = 0 ist die Aussage offenbar richtig. Sei sie bereits für k be-
wiesen und wir betrachten Mk+1 = Mk + e∗.

Annahme: I ∈ F erfüllt: |I| = k + 1 und c(I) < c(Mk+1).
Wähle e ′ ∈ I mit c(e ′) = max{ c(e) : e ∈ I }. Nach Induktionsvor-

aussetzung gilt c(Mk) ≤ c(I − e ′). Wegen

c(Mk+1) = c(Mk) + c(e∗) > c(I) = c(I − e ′) + c(e ′)

folgt:

c(e∗) > c(e ′) = max{ c(e) : e ∈ I }. (5.5)

Da |Mk| = k und |I| = k + 1 existiert ein e ∈ I mit Mk + e ∈ F . Wegen
(5.5) gilt c(Mk + e) < c(Mk+1).

Da c(e) < c(e∗) und Mk+e ∈ F , muß e in einem früheren Testschritt
in Zeile 4 wegen Ml+e /∈ F (l < k) abgelehnt worden sein. Da Ml+e ⊆
Mk + e, folgt Ml + e ∈ F . Widerspruch! ✷

Korollar 5.14 Der Kruskal-Algorithmus findet einen spannenden Wald
mit minimalem Gewicht.

Beweis: Unmittelbar aus Satz 5.12 und Satz 5.13. ✷

Das Ergebnis aus Satz 5.13 besitzt eine interessante Umkehrung:
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Satz 5.15 Sei U = (S,F) ein Unabhängigkeitssystem. Falls der Greedy-
Algorithmus für jede Gewichtsfunktion c : S→ R eine maximale unab-
hängige Menge M∗ ∈ F mit minimalem Gewicht c(M∗) findet, dann
ist U ein Matroid.

Beweis: Siehe Übung 5.3. ✷

Laufzeit des Kruskal-Algorithmus

Die Laufzeit des Kruskal-Algorithmus hängt stark von der Effizienz des
Zyklentests in Schritt 4 ab. Im folgenden skizzieren wir, wie man den
Algorithmus effizient implementieren kann.

Wann erzeugt die Hinzunahme von (u, v) zu T einen einfachen Zy-
kel? Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn u und v bereits in der
gleichen Zusammenhangskomponente von T liegen. Diese Beobach-
tung benutzt die Implementierung, welche in Algorithmus 5.3 gezeigt
ist.

Algorithmus 5.3 Implementierung des Algorithmus von Kruskal.

Input: Ein Graph G = (V, R) mit n := |V | Ecken und m := |R|

Pfeilen, eine Pfeilbewertungsfunktion c : R→ R

1 Sortiere die Pfeile nach ihrem Gewicht: c(r1) ≤ · · · ≤ c(rm)
2 RT ← ∅

3 for all u ∈ V do
4 Vu ← MAKE-SET(u)
5 end for
6 for i← 1, . . . ,m do
7 Finde die Endpunkte u und v von ri
8 Finde die Komponenten Vu = FIND-SET(u) und Vv =

FIND-SET(v), die u bzw. v enthalten.
9 if Vu �= Vv then

10 UNION(Vu, Vv) und RT ← RT ∪ {ri}

11 end if
12 end for
13 return RT

Man benutzt nun schnelle UNION-FIND Datenstrukturen (siehe z.B.
[CLR90, Tar83, Kapitel 22]). Eine Sequenz von m + n MAKE-SET, UNI-
ON und FIND-SET Operationen, von denen n MAKE-SET Operationen
sind, kann man damit in O(mα(m,n)) Zeit ausführen, wobei α die in-
verse Ackermann-Funktion ist.

Folge: Der Kruskal-Algorithmus läuft in Zeit O(m logm).
Dabei ist die große Ackermann-Funktion A für natürliche Zahlen

i, j ≥ 1 wie folgt definiert:

A(1, j) = 2j falls j ≥ 1,
A(i, 1) = A(i − 1, 2) falls i ≥ 2,
A(i, j) = A(i − 1,A(i, j − 1)) falls i, j ≥ 2,

Die inverse Ackerman-Funktion ist durch

α(m,n) = min
{
i ≥ 1 : A(i, �m/n�) > log2 n

}
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gegeben. Sie ist keine inverse Funktion im eigentlichen mathema-
tischen Sinne, stellt aber gewissermaßen das inverse Wachstum der
Ackermann-Funktion A dar: Die Funktion α wächst so langsam, wie
A schnell wächst.

Man sieht leicht, daß die Ackermann-Funktion A in jedem Argu-
ment monoton wachsend ist. Da

A(4, 1) = A(3, 2) = 22
··
·2
}

16 mal

weitaus größer als die geschätzte Anzahl der Atome im Universum (et-
wa 1080) ist, gilt α(m,n) ≤ 4 für alle „in der Praxis vorkommenden
Werte“, d.h. für n ≤ 1080.

Der Algorithmus von Prim

Wir formulieren den Algorithmus von Prim für ungerichtete zusammen-
hängende Graphen. Im folgenden sei daher G = (V, E) ein ungerichte-
ter Graph in Adjazenzlistendarstellung (dabei „erscheint“ jede unge-
richtete Kante (u, v) zweimal, einmal via v ∈ Adj[u] und einmal via
u ∈ Adj[v]).

Wie der Algorithmus von Kruskal startet der Algorithmus von Prim
mit einer leeren Kantenmenge ET . Der Algorithmus besitzt die Eigen-
schaft, daß die Kantenmenge ET zu jedem Zeitpunkt zusammenhän-
gend ist. In jedem Schritt fügt er die jeweils billigste Kante hinzu, die
ET mit dem Restgraphen verbindet.

Definition 5.16 (Sichere Kante)
Sei E ′ ⊆ E eine Teilmenge der Kanten von G mit folgender Eigenschaft:

Es gibt einen MST T∗ = (V, ET∗) von G mit E ′ ⊆ ET∗ . (5.6)

Eine Kante e ∈ E heißt sicher für E ′, wenn E ′ ∪ {e} ebenfalls die Eigen-
schaft (5.6) besitzt.

Definition 5.17 (Schnitt)
Sei G = (V, E, γ) ein ungerichteter Graph und A ∪ B = V eine Partition
von V . Dann nennen wir

σ(A,B) := { e ∈ E : γ(e) = {a, b} mit a ∈ A und b ∈ B }

den von A und B erzeugten Schnitt.
Falls G = (V, R, α,ω) ein gerichteter Graph und A ∪ B = V eine

Partition von V ist, so ist

σ(A,B) := { r ∈ R : (α(r) ∈ A ∧ ω(r) ∈ B) ∨ (α(r) ∈ B ∧ ω(r) ∈ A) }

der von A und B erzeugte Schnitt.

Oftmals nennen wir auch (A,B) einen Schnitt und meinen damit
eigentlich σ(A,B).

Satz 5.18 Sei G = (V, E) ein zusammenhängender ungerichteter Graph
und c : E → R eine Gewichtsfunktion. Sei E ′ ⊆ E mit der Eigen-
schaft (5.6). Sei (A,B) ein Schnitt von V mit der Eigenschaft: σ(A,B) ∩
E ′ = ∅. Sei nun e eine leichteste Kante aus σ(A,B). Dann ist e sicher
für E ′.
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Beweis: Sei T∗ ein MST mit E ′ ⊆ T∗. Ist e ∈ T∗, so ist nichts zu zeigen.
Ansonsten erzeugt die Hinzunahme von e zu T ∗ einen einfachen

Kreis w = (e1, . . . , ek) mit o.B.d.A. e1 = e. Der Kreis w muß eine Kante
ei ∈ σ(A,B) mit ei �= e enthalten. Nach Voraussetzung gilt c(ei) ≥ c(e).
Dann erfüllt T := T∗ \ {ei} ∪ {e}:

c(T) ≤ c(T∗).

Ferner ist T zusammenhängend und besitzt |V |−1 Kanten, ist also nach
Satz 5.8 ein Baum. Somit ist T ein MST, der alle Kanten aus E ′ ∪ {e}

enthält. ✷

Algorithmus 5.4 Algorithmus von Prim.

Input: Ein zusammenhängender ungerichteter Graph
G = (V, E) mit n := |V | und m := |E|, eine
Kantenbewertungsfunktion c : E→ R und eine
Startecke s ∈ V

1 ET ← ∅

2 for all v ∈ V do
3 d[v]← +∞
4 end for
5 Q← ∅ {erzeuge eine leere Prioritätschlange Q}

6 d[s]← 0

7 INSERT(Q, s) {füge s mit Schlüsselwert d[s] = 0 in die Schlange ein}

8 while Q �= ∅ do
9 u← EXTRACT-MIN(Q)

10 d[u]← −∞
11 if u �= s then
12 ET ← ET ∪ {e[u]}
13 end if
14 for all v ∈ Adj[u] do
15 if c(u, v) < d[v] then
16 if d[v] = +∞ then
17 d[v]← c(u, v)
18 INSERT(Q, v)
19 else
20 DECREASE-KEY(Q, v, c(u, v))
21 end if
22 e[v]← (u, v)
23 end if
24 end for
25 end while
26 return ET

Die Korrektheit des Algorithmus von Prim folgt aus Satz 5.18.

Laufzeit

Falls man die Prioritätsschlange Q als binären Heap verwaltet, so be-
nötigen INSERT, EXTRACT-MIN und DECREASE-KEY jeweils O(log |Q|)
Zeit. Somit ist die Gesamtlaufzeit des Algorithmus von Prim O(m logn).
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Eine Verbesserung der Laufzeit ist durch Fibonacci-Heaps (siehe z.B. [CLR90,
Kapitel 21]) möglich:

Satz 5.19 Beginnt man mit einem leeren Fibonacci-Heap Q und führt
dann eine beliebige Folge von INSERT, EXTRACT-MIN und DECREASE-
KEY Operationen aus, so ist die dafür benötigte gesamte Zeit höchstens
die Summe der amortisierten Kosten der einzelnen Operationen. Da-
bei sind die amortisierten Kosten für jede EXTRACT-MIN Operation
O(log |Q|) und O(1) für alle anderen Operationen.

Aus Satz 5.19 folgt, daß man den Algorithmus von Prim mit Hilfe
von Fibonacci-Heaps so implementieren kann, daß er in O(n logn+m)
Zeit läuft.

Der Algorithmus von Fredman und Tarjan

Der Algorithmus von Fredman und Tarjan baut auf dem Algorithmus
von Prim auf. Er läuft in Zeit O(n + mβ(m,n)), wobei

β(m,n) := min{ i : log(i)
n ≤ m/n }. (5.7)

Die Funktion β wächst extrem langsam! Es gilt β(m,n) ≤ log∗
n, wobei

log∗
n := min{ i : log(i)

n ≤ 1 }. (5.8)

Man beachte, daß log∗
16 = 3, log∗

65536 = 4, log∗
265536 = 5. Zur Er-

innerung: Die geschätzte Zahl der Atome im Universum ist etwa 1080!
Die Idee des Algorithmus von Fredman und Tarjan ist es, die Priori-

tätsschlange Q in ihrer Größe geschickt zu beschränken (denn EXTRACT-
MIN benötigt O(log |Q|) amortisierte Zeit).

Grundidee des Algorithmus

1. Lasse einen einzelnen Baum T wie im Algorithmus von Prim
wachsen, bis die Schlange Q, welche die „Nachbarecken“ zu T

enthält, eine gewisse Größe überschreitet.

2. Starte dann von einer neuen Ecke und stoppe wieder, falls Q zu
groß wird.

3. Die ersten Schritte werden ausgeführt, bis jede Ecke in einem
Baum enthalten ist. Dann wird jeder Baum zu einer „Superecke“
kontrahiert und der Algorithmus fährt mit dem geschrumpften
Graphen fort.

4. Nach einer genügenden Anzahl von Durchläufen bleibt nur noch
eine Superecke übrig. Expandieren liefert dann den MST.

Der Algorithmus

Die Implementierung führt das Kontrahieren implizit aus. In jedem
Durchlauf beginnt man mit einem Wald von bisher gewachsenen alten
Bäumen. Im Durchlauf verbindet man dann die Bäume zu neuen Bäu-
men, die dann die alten Bäume für den nächsten Durchlauf werden.
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Start eines Durchgangs

1. Numeriere die alten Bäume und gib jeder Ecke die Nummer sei-
nes Baumes. Damit kann man für jede Ecke v den Baum, dem sie
zugehört, direkt aus tree[v] ablesen. Aufwand für diesen Schritt:
O(n + m).

2. Aufräumen: Lösche aus dem Graphen alle Kanten, die zwei Ecken
im gleichen Baum verbinden. Behalte auch nur die jeweils billig-
sten Kanten zwischen verschiedenen Bäumen.

Das Aufräumen kann in O(n+m) Zeit erfolgen: Sortiere die Kan-
ten lexikographisch nach den Nummern ihrer Endpunkte mittels
zweier Durchgänge von Counting-Sort (siehe z.B. [CLR90, Kapi-
tel 9]). Danach laufe die sortierte Liste einmal von vorne nach
hinten durch.

3. Nach dem Aufräumen erstellt man für jeden alten Baum T eine
Liste mit den Kanten, die einen Endpunkt in T haben.

4. Jeder alte Baum T erhält den Schlüssel d[T ] := +∞. Seine Markie-
rung wird gelöscht.

Wachsen eines neuen Baumes

1. Wähle irgendeinen unmarkierten alten Baum T0 und füge ihn in
Q mit Schlüssel d[T0] = −∞ ein.

2. Wiederhole den folgenden Schritt, bis Q leer ist oder |Q| > 22m/t,
wobei t die Anzahl der alten Bäume zu Beginn des Durchgangs
ist.

(a) Lösche einen alten Baum T mit minimalem Schlüssel aus Q

und setze d[T ] := −∞
(b) Wenn T �= T0, dann füge e[T ] zum Wald hinzu (e[T ] verbindet

den alten Baum T mit dem aktuellen Baum, der T0 enthält).
(c) Wenn T markiert ist, dann stoppe und beende den Wachs-

tumsschritt wie unten geschildert.
(d) Sonst, markiere T . Für jede Kante (u, v) mit u ∈ T und

c(u, v) < d[tree[v]] setze e[tree[v]] := (u, v). Wenn d[tree[v]] =
+∞, dann füge tree[v] in Q mit Schlüssel c(u, v) ein. Anson-
sten erniedrige den Schlüsselwert von T in Q auf c(u, v).

3. Zum Beenden des Wachstumsschrittes leere Q und setze d[T ] :=
+∞ für jeden alte Baum T mit endlichem Schlüsselwert (diese
sind die Bäume, die während des Durchgangs in Q eingefügt
wurden).

Laufzeit

Die Zeit für Aufräumen und Initialisieren ist O(m). Sei t die Anzahl
der alten Bäume, dann ist die Zeit für den Wachstumsschritt

O(t log 22m/t + m) = O(m), (5.9)

denn wir benötigen höchstens t EXTRACT-MIN Operationen auf einem
Heap der Größe höchstens 22m/t und O(m) andere Heap-Operationen,
von denen jede nur O(1) amortisierte Zeit benötigt.
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Insgesamt: Ein Durchgang benötigt O(m) Zeit.
Es bleibt die Frage, wie viele Durchgänge notwendig sind. Seien zu

Beginn eines Durchganges t alte Bäume und m ′ ≤ m Kanten vorhan-
den (einige Kanten sind möglicherweise gelöscht worden). Nach dem
Durchgang besitzt jeder Baum T , der am Ende des Durchgangs übrig-
bleibt, mehr als 22m/t Kanten, die mindestens einen Endpunkt in T haben
(Wenn T0 der erste Baum war, aus dem T entstanden ist, dann wuchs
T0, bis daß der Heap die Größe 22m/t überschritt. Zu diesem Zeitpunkt
besaß der aktuelle Baum T ′ mehr als 22m/t inzidente Kanten. Nachher
sind möglicherweise noch weitere Bäume mit T ′ verbunden worden,
was zur Folge hatte, daß jetzt von diesen inzidenten Kanten einige bei-
de Endpunkte im Endbaum T besitzen).

Da jede der m ′ Kanten nur zwei Endpunkte besitzt, erfüllt die An-
zahl t ′ der Bäume nach Ende des Durchlaufs

t ′ ≤ 2m ′

22m/t
. (5.10)

Die Schranke für die Heap-Größe im nächsten Durchlauf ist dann

22m/t ′ ≥ 22
2m/t

. (5.11)

Da die Startschranke für die Heap-Größe 2m/n ist und eine Heap-
Größe von n nur im letzten Durchgang möglich ist, haben wir höch-
stens

min{ i : log(i)
n ≤ m/n } + 1 = β(m,n) + O(1)

Durchläufe.

Abschließende Bemerkungen zu den MST-Algorithmen

Wir haben in diesem Kapitel die folgenden MST-Algorithmen kennen-
gelernt:

Algorithmus Laufzeit Bemerkungen
Kruskal O(m logm) im „Normalfall“

O(mα(m,n)) falls die Kanten bereits nach
Gewicht sortiert sind oder
sich in O(m) Zeit sortieren
lassen (z.B. mit
Counting-Sort oder
Radix-Sort, siehe z.B.
[CLR90, Kapitel 9])

Prim O(m logm) mit binären Heaps
O(n logn + m) mit Fibonacci-Heaps.

Schnellster Algorithmus,
falls G „dicht“ ist, d.h.
m ∈ Ω(n log n)

Fredman & Tarjan O(mβ(m,n)) Extrem schnell für „dünne“
Graphen

Da die Algorithmen für beliebige Gewichtsfunktionen c : R → R

bzw. c : E → R einen MST finden, können wir mit ihnen auch span-
nende Bäume mit maximalem Gewicht bestimmen.
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5.3 Steinerbäume und andere Dilemmas

Eine Erweiterung des Problems, einen MST zu finden, ist das Steinerbaum-
Problem. Im Gegensatz zu einem spannenden Baum muß ein Steiner-
baum nur eine Teilmenge der Ecken aufspannen.

Definition 5.20 (Steinerbaum)
Sei G ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit Eckenmenge V und
K ⊆ V eine beliebige Teilmenge der Eckenmenge. Ein Steinerbaum in
G für die Menge K ist ein Teilgraph T = (VT , ET ) von G, der ein Baum
ist und dessen Eckenmenge K umfaßt: K ⊆ VT .

Die Elemente von K nennt man Terminals, die Ecken aus VT \ K

Steinerpunkte.

Folge: Jeder spannende Baum von G ist Steinerbaum für K := V .

Definition 5.21 (STEINERBAUM, MINSTEINERBAUM)
Eine Instanz von STEINERBAUM ist durch einen (gerichteten oder unge-
richteten) Graphen G = (V, R) mit einer Bewertungsfunktion c : R→ R,
eine Teilmenge K ⊆ V und eine natürliche Zahl k gegeben. Das Pro-
blem ist zu entscheiden, ob G einen Steinerbaum T mit Kosten c(T) ≤ k

besitzt.
Das Problem MINSTEINERBAUM besteht darin, einen Steinerbaum

mit minimalem Gewicht zu bestimmen.

Satz 5.22 (Karp 1972) STEINERBAUM ist NP-vollständig. Dies gilt so-
gar, wenn c(r) = 1 für alle r ∈ R ist.

Beweis: Siehe auch [GJ79, Problem ND12] ✷

Eine weitere Variante des MST-Problems ist es, einen spannenden
Baum zu finden, in dem der maximale Grad beschränkt ist.

Definition 5.23 (GRADBESCHRÄNKTER BAUM)
Eine Instanz von GRADBESCHRÄNKTER BAUM ist durch einen Graphen
G = (V, R) und eine natürliche Zahl D gegeben. Das Problem ist zu
entscheiden, ob G einen spannenden Baum besitzt, in dem jede Ecke
Grad höchstens D besitzt.

Satz 5.24 GRADBESCHRÄNKTER BAUM ist NP-vollständig.

Beweis: Reduktion von HAMILTONSCHER KREIS. Siehe z.B. [GJ79, Pro-
blem ND1] ✷

5.4 Spannende Wurzelbäume in gerichteten Gra-
phen

Definition 5.25 (Wurzel, Wurzelbaum)
Sei G = (V, R, α,ω) ein gerichteter Graph. Die Ecke s ∈ V heißt Wur-
zel von G, wenn EG(s) = V , d.h. wenn alle Ecken v ∈ V von s aus
erreichbar sind.

Ein Wurzelbaum mit Wurzel s (kürzer auch s-Wurzelbaum) ist ein
Baum G, der eine Wurzel s ∈ V besitzt. Die Ecken v ∈ V mit g+(v) = 0

nennt man die Blätter des Wurzelbaumes.
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Ist v ∈ V , so heißt jedes u ∈ V auf dem eindeutigen Weg von der
Wurzel s zu v ein Vorfahre von v. Wenn u Vorfahre von v ist, so ist v

ein Nachkomme von u.

Wir betrachten nun das Problem, bei gegebenem gerichteten Gra-
phen G = (V, R, α,ω) mit Pfeilbewertung c : R → R und ausgezeich-
neter Ecke s ∈ V einen s-Wurzelbaum minimalen Gewichts zu finden.
Dieses Problem läßt sich durch den Algorithmus von Edmonds (Algo-
rithmus 5.5) in Polynomialzeit lösen.

Algorithmus 5.5 Algorithmus von Edmonds.

Input: Graph G = (V, R, α,ω),
Pfeilbewertung c : R→ R,
Wurzel s ∈ V

1 wähle aus jedem Parallelenbüschel einen leichtesten Pfeil, entferne
die übrigen

2 entferne alle Schlingen und die Pfeile aus B−(s)
3 for v ∈ V , v �= s do
4 Abbruch mit Fehler, falls B−(v) = ∅

5 c0(v)← minr∈B−(v) c(r)
6 end for
7 for alle verbliebenen Pfeile r ∈ R do
8 c ′(r) := c(r) − c0(ω(r))
9 end for

10 R ′ ← ∅

11 for v ∈ V , v �= s do
12 wähle einen Pfeil r ∈ B−(v) mit c ′(r) = 0

13 R ′ ← R ′ ∪ {r}

14 end for
15 if G ′ = (V, R ′) ist kein Baum then
16 ermittle Kreis k in G ′,

sei Ṽ die Menge der Ecken von k

17 kontrahiere Ecken in Ṽ zu einer Superecke ṽ

18 rufe Algorithmus rekursiv für den kontrahierten Graphen auf
sei (V, R̃) die Lösung auf dem kontrahierten Graphen

19 setze R ′ ← R̃

20 ersetze in R ′ den eingehenden Pfeil (v1, ṽ) durch einen leichtesten
Pfeil r1 ∈ R mit α(r1) = v1 und ω(r1) ∈ Ṽ

21 ersetze in R ′ jeden ausgehenden Pfeil (ṽ, vp) durch einen leichte-
sten Pfeil rp ∈ R mit α(rp) ∈ Ṽ und ω(rp) = vp

22 füge zu R ′ alle Pfeile aus k mit Ausnahme des Pfeils mit End-
ecke ω(r1) hinzu

23 end if

Lemma 5.26 Sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher Graph, v ∈ V eine aus-
gezeichnete Ecke. Dann sind äquivalent:

(i) G ist ein s-Wurzelbaum.

(ii) EG(s) = V und G ist ein Baum.

(iii) G ist ein Baum und g−(s) = 0 und g−(v) = 1 für alle v �= s
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(iv) g−(s) = 0 und g−(v) = 1 für alle v �= s und EG(s) = V

Beweis:

„(i) ⇐⇒ (ii)“ Gilt nach Definition.

„(ii)⇒ (iii)“ Sei G ein Baum, EG(s) = V . Wegen EG(s) = V gilt
g−(v) ≥ 1 für alle v ∈ V \ {s} und damit

|V | − 1 = |R| = g−(s) +
∑

v∈V\{s}

g−(v) ≥ g−(s) + |V | − 1 . (5.12)

Daraus folgt g−(s) = 0 und schließlich g−(v) = 1 für alle v ∈
V \ {s}.

„(iii)⇒ (iv)“ Sei G ein Baum mit g−(s) = 0 und g−(v) = 1 für alle
v �= s. Sei v ∈ V \ {s} beliebig. Da G ein Baum ist, gibt es eine
Kette in G zwischen s und v. Wegen der Gradbedingungen ist
diese Kette ein Weg von s nach v, also ist v ∈ EG(s).

„(iv)⇒ (ii)“ Sei EG(s) = V , g−(s) = 0 und g−(v) = 1 für alle v �= s.
Es ist |R| =

∑
v∈V g−(v) = |V | − 1. Wäre G kein Baum, so enthiel-

te G einen Zykel. Sei K die Menge der Ecken des Zykels. Wegen
g−(v) ≤ 1 ist dieser Zykel ein Kreis, und es gibt keinen Pfeil r mit
α(r) /∈ K und ω(r) ∈ K. Wegen g−(s) = 0 kann der Kreis nicht die
Ecke s enthalten. Somit gilt K �⊆ EG(s). Widerspruch. ✷

Satz 5.27 (Korrektheit des Algorithmus von Edmonds) Algorithmus 5.5
ermittelt bei Eingabe eines Graphen G = (V, R, α,ω) mit Pfeilbewer-
tung c : R → R+

0 und Wurzel s ∈ V einen s-Wurzelbaum mit gering-
stem Gewicht unter allen s-Wurzelbäumen oder gibt die Information,
daß in G kein s-Wurzelbaum existiert.

Beweis: Da ein Wurzelbaum keine Parallelen oder Schlingen enthält,

Konstruktion eines Wur-
zelbaumes im Ausgangs-
graphen (unten) aus dem
optimalen Wurzelbaum
im kontrahierten Graphen
(oben). Durchgezogene
Pfeile sind jeweils Teil
des Baumes, die übrigen
Pfeile des Graphen sind
gestrichelt. Vergleiche
Algorithmus 5.5, Zeilen 20ff.

beeinflußt das Entfernen von teueren Parallelen und von Schlingen si-
cher nicht das Gewicht eines Wurzelbaumes. In jedem s-Wurzelbaum
gilt nach Lemma 5.26 g−(s) = 0, also kann auch das Pfeilbüschel B−(s)
o.B.d.A. entfernt werden.

Da g−(v) > 0 für alle v ∈ V , v �= s, nach Lemma 5.26 notwendig für
die Existenz eines s-Wurzelbaumes ist, erfolgt in Zeile 4 der Abbruch,
falls diese Bedingung nicht erfüllt ist.

Jeder s-Wurzelbaum T enthält für jede Ecke v �= s genau einen Pfeil
aus dem eingehenden Pfeilbüschel B−(v). Bezeichnen wir diesen Pfeil
mit rv, so gilt

c(T) =
∑
v�=s

c(rv) =
∑
v�=s

(c(rv) − c0(v)) +
∑
v�=s

c0(v) =

=
∑
v�=s

c ′(rv) +
∑
v�=s

c0(v) =

= c ′(T) +
∑
v�=s

c0(v) .

Die Summe
∑

v�=s c0(v) ist eine Konstante für den Graphen, daher ist
ein s-Wurzelbaum, der minimal bezüglich c ist, auch minimal bezüg-
lich c ′ und umgekehrt.
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Offenbar gilt c ′ ≥ 0. Ferner gibt es für jede Ecke v �= s einen Pfeil
rv ∈ B−(v) mit c ′(rv) = 0. Damit hat jeder c ′-minimale Wurzelbaum
Gesamtgewicht 0.

In den Zeilen 11 wird eine Menge R ′ von |V | − 1 vielen Pfeilen vom
Gesamtgewicht 0 ausgewählt. Bildet (V, R ′) einen Baum, dann wegen
der Gradbedingungen und Lemma 5.26 auch einen s-Wurzelbaum, und
sein Gewicht ist minimal.

Andernfalls besteht ein Zykel, der wegen der Gradeigenschaften ein
Kreis sein muß; sei mit Z die Menge der Ecken des Kreises bezeichnet.
Nach dem rekursiven Aufruf gilt: Der gefundene Graph mit Pfeilmen-
ge R̃ ist ein minimaler s-Wurzelbaum auf dem reduzierten Graphen.
Durch die Pfeilersetzungen wird die Baumeigenschaft beibehalten und
ER ′(s) = V sichergestellt, also ist der entstehende Baum ein s-Wurzel-
baum.

Es bleibt zu zeigen, daß der Wurzelbaum T = (V, R ′) gewichtsmini-
mal ist. Betrachte dazu einen beliebigen gewichtsminimalen s-Wurzel-
baum T∗. Durch Kontraktion entsteht der Graph T ∗/Z. Kreise oder
Schlingen in T∗/Z beginnen und enden in Knoten aus Z. Da T ∗ optimal
war und alle Ecken aus Z auf einem Kreis aus Pfeilen vom Gewicht 0 lie-
gen, haben alle Kreise/Schlingen Gewicht 0 und bestehen wegen c ′ ≥ 0

nur aus Pfeilen vom Gewicht 0. Wenn aus jedem Kreis/Schlinge je-
weils der Pfeil entfernt wird, dessen Endecke in Z liegt, dann ergibt
sich ein s-Wurzelbaum auf G/Z. Wäre dieser nicht gewichtsminimal,
so könnte durch die Konstruktion in den Zeilen 20ff. ein Wurzelbaum
in G konstruiert werden, der leichter als T ∗ ist, im Widerspruch zur
Wahl von T∗. – Da bei der Konstruktion von T in den Zeilen 20ff. nur
Pfeile vom Gewicht 0 zu einem auf G/Z optimalen Wurzelbaum hinzu-
gefügt werden, folgt c(T) = c(T∗) und damit ist der gefundene Baum
gewichtsminimal. ✷

Das vorgestellte Verfahren hat sicher polynomielle Laufzeit: In je-
der Iteration ist der Aufwand für das Entfernen von Parallelen, für die
Berechnung von c ′ und für das Ermitteln von R ′ jeweils in O(|R|). Der
Test, ob ein Baum vorliegt, ist mittels DFS ebenfalls in O(|R|) Aufwand
durchzuführen. Mit gleichem Aufwand ist die Eckenkontraktion und
die abschließende dazu inverse Operation zu implementieren. Da bei
jedem rekursiven Aufruf die Anzahl der Ecken strikt abnimmt, bleibt
die Tiefe der Rekursion in O(|V |). Damit ist der gesamte Zeitaufwand
in O(|V | · |R|).

Übungsaufgaben

Aufgabe 5.1 – Bäume und unizyklische Graphen

Im folgenden sei G = (V, E, γ) ein ungerichteter Graph. Eine Kante
e ∈ E heißt Brücke, wenn k(G−e) > k(G) gilt (vgl. Übung 3.3). Wir nen-
nen einen zusammenhängenden Graphen G unizyklisch, wenn G genau
einen elementaren Kreis enthält. Beweisen Sie, daß für endliche Gra-
phen die folgenden Aussagen äquivalent sind:

1. G ist unizyklisch.

2. Für eine geeignete Kante e ∈ E ist G − e ein Baum.

3. G ist zusammenhängend mit |V | = |E|.
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4. G ist zusammenhängend und die Menge aller Kanten von G, die
keine Brücken sind, bildet einen elementaren Kreis.

Aufgabe 5.2 – Minimale Spannende Bäume

Im folgenden sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher schwach zusammen-
hängender Graph und c : R→ R eine Gewichtsfunktion.

(a) Sei A ∪ B = V eine Partition von V und σ(A,B) der zugehöri-
ge Schnitt. Sei r∗ ∈ σ(A,B) ein Pfeil mit c(r∗) = min{ c(r) : r ∈
σ(A,B) }. Beweisen oder widerlegen Sie, daß es dann einen mini-
malen spannenden Baum T ∗ von G mit r∗ ∈ T∗ gibt.

(b) Sei wiederum σ(A,B) ein Schnitt und TA bzw. TB minimale span-
nende Bäume von G[A] bzw. G[B]. Beweisen oder widerlegen Sie,
daß es einen minimalen spannenden Baum T ∗ von G mit TA 	 T∗

und TB 	 T∗ gibt.

Aufgabe 5.3 – Matroide und der Greedy-Algorithmus

Sei U = (S,F) ein Unabhängigkeitssystem und c : S → R eine Ge-
wichtsfunktion.

In Satz 5.13 wurde gezeigt, daß der Greedy-Algorithmus immer ei-
ne maximale unabhängige Menge M∗ mit minimalem Gewicht c(M∗)
findet, falls U nicht nur ein Unabhängigkeitssystem sondern sogar ein
Matroid ist. Beweisen Sie nun Umkehrung dieses Ergebnisses aus
Satz 5.15.

Aufgabe 5.4 – Schnelle MST- und Komponenten-Berechnungen

Sei im folgenden wieder G = (V, R, α,ω) ein endlicher schwach zusam-
menhängender Graph mit n := |V | Ecken und m := |R| Pfeilen.

(a) Zeigen Sie, daß man die schwachen Zusammenhangskomponen-
ten von G in O(n + mα(m,n)) Zeit berechnen kann.

(b) Sei c : R → {1, . . . , n} eine Pfeilgewichtungsfunktion. Geben Sie
einen Algorithmus an, der einen MST von G bezüglich c in Zeit
O(n + mα(m,n)) berechnet.

Aufgabe 5.5 – Radius und Diameter

Sei G = (V, R, α,ω) ein gerichteter Graph, und dG die Distanzfunktion
auf G. Wir bezeichnen mit

e(v) := sup
u∈V

dG(u, v)

die Exzentrizität der Ecke v im Graphen. Damit sind durch

r(G) := inf
v∈V

e(v) und d(G) := sup
v∈V

e(v)

der Radius und der Diameter des Graphen definiert. Wie üblich werden
die Definitionen über die symmetrische Hülle auch auf ungerichtete
Graphen ausgedehnt.
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a. Zeigen Sie: Ist G ein ungerichteter zusammenhängender Graph,
so gilt

r(G) ≤ d(G) ≤ 2 · r(G) .

b. Zeigen Sie: Für beliebige Zahlen r, d ∈ N mit 1 ≤ r ≤ d ≤ 2r

gibt es einen ungerichteten Graphen G mit Einheitsbewertung,
der Radius r(G) = r und Diameter d(G) = d aufweist.

Aufgabe 5.6 – Zentrum in Bäumen

Sei G = (V, R, α,ω) ein Graph mit einer beliebigen Distanzfunktion.
Die Menge

C(G) := { v ∈ V | e(v) = r(G) }

wird Zentrum des Graphen G genannt.1

Eine Ecke v ∈ V eines Baumes heißt Blatt, falls g(v) = 1, und innere
Ecke, falls g(v) > 1.

a. Sei G ein gerichteter Baum mit endlichem Radius r(G) <∞. Wei-
sen Sie nach, daß das Zentrum C(G) aus genau einer Ecke besteht.

b. Sei T = (V, E) ein ungerichteter Baum mit Einheitsbewertung,
|V | ≥ 3. Es sei T ′ der Baum, der aus T durch Entfernen aller Blätter
(und der inzidenten Kanten) entsteht. Zeigen Sie:

C(T ′) = C(T) .

c. Zeigen Sie: Das Zentrum eines Baumes mit Einheitsbewertung
besteht entweder aus einer Ecke oder aus zwei adjazenten Ecken.
Gilt dies auch für allgemeine Bewertungen?

Aufgabe 5.7 – Minimale spannende Bäume (MST)

a. Für einen spannenden Baum T = (V, ET ) eines Graphen G =
(V, E) mit Kantengewichtsfunktion c : E → R sei L(T) die sor-
tierte Liste der Kantengewichte, d. h. L(T) = (e1, . . . , en−1) mit
c(e1) ≤ · · · ≤ c(en−1) und ET = {e1, . . . , en−1}.

Zeigen Sie: Sind T1 und T2 MSTs desselben Graphen, so gilt
L(T1) = L(T2).

Hinweis: Verwenden Sie das Ergbnis aus Aufgabe 5.8.

b. Folgern Sie: Ist die Kantengewichtsfunktion injektiv, so ist der
MST eindeutig bestimmt.

c. Der »Wegwerf-Algorithmus« zur Bestimmung eines MST startet
mit dem zusammenhängenden Ausgangsgraphen. Er identifi-
ziert einen beliebigen Kreis, dort eine schwerste Kante, und ent-
fernt die Kante aus dem Graphen. Die Iteration wird wiederholt,
bis der entstehende Graph keinen Kreis mehr enthält.

Zeigen Sie die Korrektheit des Verfahrens.

1Es bezeichnen e(v) die Exzentrizität einer Ecke und r(G) den Radius des Graphen.
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Aufgabe 5.8 – Minimale Flaschenhals-Bäume (MBT)

Sei G = (V, E, α,ω) ein endlicher Graph, c : E → R eine Gewichtsfunk-
tion. Das Flaschenhals-Gewicht (engl. bottleneck weight) cmax(G

′) eines
Partialgraphen G ′ = (V, E ′) ist definiert durch cmax(G

′) := max{ c(e) |

e ∈ E ′ }. Ein minimaler Flaschenhalsbaum (MBT) ist ein spannender
Baum von minimalem Flaschenhalsgewicht.

Zeigen Sie: Jeder MST ist ein MBT.





Kapitel 6

Suchstrategien

6.1 Untersuchung von Graphen mit Tiefensu-
che

In diesem Kapitel werden wir uns mit der sogenannten Tiefensuche
oder Depth-First-Search (DFS) beschäftigen. DFS ist ein effizientes Ver-
fahren, um Informationen über einen Graphen, etwa über seine Zusam-
menhangskomponenten, zu gewinnen.

Grundideen von DFS

Der Graph wird durch DFS nach der Strategie „zunächst in die Tiefe
gehen“ erforscht. Pfeile werden ausgehend von der zuletzt entdeckten
Ecke v aus erforscht, von der noch unerforschte Pfeile starten. Wenn
alle von v ausgehenden Pfeile erforscht sind, dann erfolgt ein „Back-
tracking“ zu der Ecke, von der aus v entdeckt wurde.

Jede Ecke ist am Anfang weiß, d.h. noch nicht entdeckt. Wenn eine
Ecke entdeckt wird, wird sie grau gefärbt. Wenn die Ecke komplett
abgearbeitet ist, d.h. wenn alle von ihr ausgehenden Pfeile erforscht
sind, wird sie schwarz gefärbt.

Wenn eine Ecke v neu entdeckt wird, während wir die Adjazenzliste
von u durchlaufen, so merken wir uns u als den „Vorgänger“ π[v] von v.

Algorithmus 6.1 zeigt die DFS-Hauptprozedur, welche die Prozedur
DFS-VISIT aus Algorithmus 6.2 benutzt.

Der Vorgängergraph Gπ := (V, Rπ, α|Rπ
,ω|Rπ

) bildet einen DFS-
Wald, der aus mehreren DFS-Wurzelbäumen besteht.1 Die Pfeile in
Rπ nennen wir Tree Edges. Falls G keine Parallelen besitzt, so gilt

Rπ := { (π[v], v) : v ∈ V ∧ π[v] �= NIL } (6.1)

DFS versieht die Ecken auch mit Zeitmarken. Jede Ecke v ∈ V hat
zwei Zeitmarken:

1. d[v]: Zeitpunkt, zu dem v entdeckt wurde

2. f[v]: Zeitpunkt, zu dem die Adjazenzliste von v komplett er-
forscht wurde, d.h. zu dem alle von v ausgehenden Pfeile er-
forscht wurden.

1Diese Aussage werden wir in Satz 6.1 beweisen.
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Nach Konstruktion von DFS gilt für jede Ecke v ∈ V :

d[v] < f[v]. (6.2)

Der DFS-Algorithmus

Algorithmus 6.1 Depth First Search Hauptprozedur.

DFS(G)

Input: Ein Graph G = (V, R, α,ω) in
Adjazenzlistendarstellung mit n := |V | und m := |R|

1 for all v ∈ V do
2 farbe[v]← weiß
3 π[v]← NIL

4 end for
5 zeit← 0

6 for all u ∈ V do
7 if farbe[u] = weiß then
8 DFS-VISIT(u)
9 end if

10 end for

Algorithmus 6.2 Depth First Search.

DFS-VISIT(u)

1 farbe[u]← grau {Die weiße Ecke u wurde gerade entdeckt}
2 d[u]← zeit
3 zeit← zeit + 1

4 for all v ∈ Adj[u] do {Erforsche Pfeil von u nach v}

5 if farbe[v] = weiß then
6 π[v]← u

7 Rπ ← Rπ ∪ {ruv}, wobei ruv der Pfeil von u nach v ist, der dem
Eintrag von v ∈ Adj[u] entspricht.

8 DFS-VISIT(v)
9 end if

10 end for
11 farbe[u] ← schwarz {von u gehen keine unerforschten Pfeile mehr

aus}
12 f[u]← zeit
13 zeit← zeit + 1

Laufzeit

Die Laufzeit des Algorithmus 6.1 ohne die Zeit für die Aufrufe von
DFS-VISIT ist offenbar in O(n).

Die Prozedur DFS-VISIT wird insgesamt für jede Ecke v ∈ V genau
einmal aufgerufen, da sie nur für weiße Ecken aufgerufen wird und
als erstes die übergebene Ecke grau färbt. Während eines Aufrufs von
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DFS-VISIT wird die Schleife in den Zeilen 4 bis 10 |Adj[u]| mal durch-
laufen. Es folgt nun, daß die Gesamtzeit für alle DFS-VISIT Aufrufe
in

O
(∑
v∈V

|Adj[v]|

)
= O

(∑
v∈V

g+(v)

)
= O(m)

ist. Daher ist die Gesamtzeit für DFS in O(n + m).

Eigenschaften von DFS

Satz 6.1 Der Algorithmus DFS werde auf den gerichteten Graphen G =
(V, R, α,ω) angewandt. Dann ist Gπ ein Wald. Jede schwache Zusam-
menhangskomponente von Gπ ist ein Wurzelbaum.

Beweis: Wenn zu Rπ ein Pfeil ruv hinzugenommen wird, so war v zu
diesem Zeitpunkt weiß, also unentdeckt. Danach wird v durch den
Aufruf von DFS-VISIT(v) grau (und danach schwarz) gefärbt. Es kann
also kein Pfeil mit Endecke v zu Rπ hinzugefügt werden. Somit gilt in
Gπ:

g−(v) ≤ 1 für alle v ∈ V. (6.3)

Ferner gilt nach Konstruktion von DFS

d[α(r)] < d[ω(r)] für jeden Pfeil r ∈ Rπ. (6.4)

Aus (6.3) folgt, daß jeder Zykel in Gπ ein Kreis sein müßte. Wegen
(6.4) kann jedoch Gπ keinen einfachen Kreis enthalten. Somit ist Gπ

zyklenfrei, also ein Wald.
Sei G ′ eine beliebige schwache Zusammenhangskomponente von

Gπ. Dann gibt es wegen der Kreisfreiheit von G ′ eine Ecke s ∈ G ′ mit
g−(s) = 0. Sei v ∈ G ′ mit v �= s beliebig. Da G ′ schwach zusammen-
hängend ist, gibt es eine Kette κ in G ′ mit α(κ) = s und ω(κ) = v. Die
Kette κ muß ein Weg von s nach v sein, da sonst entweder g−(s) > 0

oder g−(u) > 1 für ein u ∈ G ′ wäre. Somit ist jede Ecke v ∈ G ′ von s

aus erreichbar.
Insbesondere muß g−(v) ≥ 1 für jedes v �= s gelten. Wegen (6.3)

folgt g−(v) = 1 für alle v �= s. Nach Lemma 5.26 ist damit G ′ ein
Wurzelbaum mit Wurzel s. ✷

Satz 6.2 (Intervallsatz für DFS) Der Algorithmus DFS werde auf den
gerichteten Graphen G = (V, R, α,ω) angewandt. Für jedes Paar u, v

von Ecken aus V gilt dann bei Abbruch genau eine der folgenden Aus-
sagen:

1. Die Intervalle
[
d[u], f[u]

]
und

[
d[v], f[v]

]
sind disjunkt.

2. Das Intervall
[
d[u], f[u]

]
ist vollständig in

[
d[v], f[v]

]
enthalten.

Die Ecke u ist ein Nachkomme von v in einem DFS-Baum.

3. Das Intervall
[
d[v], f[v]

]
ist vollständig in

[
d[u], f[u]

]
enthalten.

Die Ecke v ist ein Nachkomme von u in einem DFS-Baum.

Beweis:

1. Fall: d[u] < d[v]
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Unterfall (a): d[v] < f[u]
Dann wurde v entdeckt, als u grau war. Die Ecke v ist dann
Nachkomme von u. Da v später als u entdeckt wurde, wer-
den alle von v ausgehenden Pfeile erforscht, bevor die Suche
zu u zurückkehrt. Also gilt f[v] < f[u]. Wegen d[v] < f[v]
haben wir d[u] < d[v] < f[v] < f[u].

Unterfall (b): d[v] > f[u]
Dann gilt: d[u] < f[u] < d[v] < f[v] und die Intervalle sind
disjunkt.

2. Fall: d[u] > d[v]
Analog zum 1. Fall. ✷

Korollar 6.3 Die Ecke v ist genau dann ein echter Nachkomme von u

im DFS-Wald Gπ, wenn d[u] < d[v] < f[v] < f[u].

Beweis: Direkt aus Satz 6.2. ✷

Lemma 6.4 Seien u, v ∈ ZKi in der gleichen starken Zusammenhangs-
komponente ZKi von G = (V, R, α,ω). Jeder Weg von u nach v in G

berührt nur Ecken aus ZKi.

Beweis: Ist x auf einem Weg w von u nach v, so gilt v ∈ EG(x). Sei w ′

der Teilweg von w, der von u nach x führt. Da u ∼ v, existiert w ′′ mit
α(w ′′) = v und ω(w ′′) = u. Dann ist w ′′ ◦ w ′ ein Weg von v nach x.
Also gilt x ∈ EG(v) und damit x ∼ v (Abbildung 6.1 veranschaulicht
den Beweis). ✷

u x
w ′

v

w ′′Abbildung 6.1:
Beweis von Lemma 6.4

Satz 6.5 (Satz vom weißen Weg) Die Ecke v ist genau dann ein Nach-
komme von u im DFS-Wald Gπ, wenn zu dem Zeitpunkt d[u], zu dem
u entdeckt wird, die Ecke v von u durch einen Weg erreicht werden
kann, der nur weiße Ecken berührt.

Beweis:
„⇒“

Sei v Nachkomme von u und x auf dem Weg von u nach v in Gπ. Nach
Korollar 6.3 gilt d[u] < d[x]. Also ist zum Zeitpunkt d[u] die Ecke x

noch weiß.
„⇐“

Annahme: v ist von u zum Zeitpunkt d[u] durch einen weißen Weg w

erreichbar, wird aber kein Nachkomme von u im DFS-Wald.
O.B.d.A. enthält w außer v sonst nur Nachkommen von u (wähle

sonst die zu u näheste Ecke auf w, die kein Nachkomme wird). Sei
s(w) = [u = v0, v1, . . . , vk, v].
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Dann ist vk ein Nachkomme von u (falls k = 0, so gilt vk = u). Nach
Korollar 6.3 folgt daher: f[vk] ≤ f[u].

Wir wissen d[u] < d[v], da v zum Zeitpunkt d[u] durch den weißen
Weg erreichbar ist (und insbesondere selbst zum Zeitpunkt d[u] weiß
ist). Ferner gilt d[v] < f[vk], denn spätestens beim Durchlauf der Adja-
zenzliste von vk wird v entdeckt.

Also ist d[u] < d[v] < f[vk] ≤ f[u]. Nach Satz 6.2 ist
[
d[v], f[v]

]
dann

vollständig in
[
d[u], f[u]

]
enthalten. Nach Korollar 6.3 ist dann aber v

echter Nachkomme von u. Widerspruch! ✷

Satz 6.6 DFS werde auf den Graphen G = (V, R, α,ω) angewandt. Al-
le Ecken aus einer Zusammenhangskomponente von G sind dann im
gleichen DFS-Wurzelbaum von Gπ.

Beweis: Sei u die erste von DFS entdeckte Ecke der Komponente ZK.
Dann sind zu diesem Zeitpunkt alle anderen Ecken von ZK noch weiß
(weil u die erste entdeckte Ecke ist). Sei v eine beliebige andere Ecke der
ZK. Dann gibt es einen Weg von u nach v, welcher nur Ecken aus ZK
berührt. Dieser ist zum Zeitpunkt d[u] ein weißer Weg. Nach dem Satz
von weißen Weg (Satz 6.5) wird v ein Nachkomme von u in Gπ. ✷

Klassifizierung der Pfeile durch DFS

Tree Edges Dies sind die Pfeile aus Rπ. Ein Pfeil r ist eine Tree Edge,
wenn ω(r) zuerst beim Erforschen von r entdeckt wurde.

Back Edges Pfeile r ∈ R, bei denen α(r) ein Nachkomme von ω(r) in
Gπ ist. Schlingen werden als Back Edges angesehen.

Forward Edges Pfeile r ∈ R, bei denen ω(r) ein Nachfahre von α(r) in
Gπ ist.

Cross Edges Alle anderen Pfeile.

Man kann DFS so modifizieren, daß der Algorithmus die Pfeile beim
Entdecken klassifiziert. Die Idee ist die folgende: Jeder Pfeil r kann
durch die Farbe von ω(r) klassifiziert werden, wenn r (zum ersten Mal)
erforscht wird:

ω(r) ist weiß: Dann ist r eine Tree Edge.

Dieser Fall ist klar nach Konstruktion des Algorithmus.

ω(r) ist grau: Der Pfeil r ist eine Back Edge.

Dies sieht man daraus, daß die grauen Ecken zu jedem Zeitpunkt
einen Weg von Nachkommen bilden.

ω(r) ist schwarz: r ist eine Forward oder Cross Edge.

Lemma 6.7 Sei r ein Pfeil im Graphen G = (V, R, α,ω) und α(r) = u

und ω(r) = v. Als r das erste Mal erforscht wird, sei v schwarz. Dann
ist r eine Forward Edge, wenn d[u] < d[v] und eine Cross Edge, wenn
d[u] > d[v].
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Beweis: Wenn d[u] < d[v], so gilt d[u] < d[v] < f[v] < f[u], da u noch
grau ist, wenn v bereits schwarz geworden ist. Nach dem Intervallsatz
ist dann v Nachkomme von u. Somit ist r eine Forward Edge.

Sei nun d[u] > d[v]. Wäre r eine Forward Edge, so wäre v Nach-
komme von u im DFS-Wald. Dann folgt aber nach dem Intervallsatz,
daß d[u] < d[v] < f[v] < f[u] gilt. Dies ist ein Widerspruch zu d[u] >

d[v]. ✷

6.2 Anwendungen von DFS

Test auf Kreise

Satz 6.8 Ein Graph G ist genau dann kreisfrei, wenn DFS keine Back
Edges produziert.

Beweis:
„⇒“
Sei r eine Back Edge. Dann ist ω(r) ein Vorfahre von α(r) in Gπ.

Also existiert ein Weg w in G von ω(r) zu α(r). Dann ist w ◦ (r) ein
Kreis in G.

„⇐“
Sei w ein Kreis in G mit Spur s(w) = [v0, v1, . . . , vk = v0] und sei

vi die Ecke des Kreises, welche von DFS zuerst entdeckt wird. Zum
Zeitpunkt d[vi] existiert dann ein weißer Weg zu vi−1. Nach dem Satz
von weißen Weg (Satz 6.5) wird dann vi−1 ein Nachkomme von vi in
Gπ. Daher ist der Pfeil von vi−1 zu vi eine Back Edge. ✷

Korollar 6.9 Mit Hilfe von DFS kann man in Zeit O(|V | + |R|) testen, ob
ein gegebener Graph G = (V, R, α,ω) kreisfrei ist. ✷

Topologische Sortierung

Algorithmus 6.3 Topologische Sortierung.

Input: Ein Graph G = (V, R, α,ω) in
Adjazenzlistendarstellung mit n := |V | und m := |R|

1 L← ∅ {L ist eine leere lineare Liste}

2 Rufe DFS(G) auf, um die Zeiten f[v] für v ∈ V zu berechnen.
3 Sobald eine Ecke v ∈ V abgearbeitet ist (d.h. schwarz gefärbt wird),

füge v an den Anfang von L an.
4 return L

Satz 6.10 Algorithmus 6.3 erzeugt in O(n + m) Zeit eine topologische
Sortierung eines kreisfreien gerichteten Graphen.

Beweis: Sei G kreisfrei. Es genügt zu zeigen, daß für jeden Pfeil r ∈ R

gilt: f[α(r)] > f[ω(r)].
Betrachte den Zeitpunkt, zu dem r durch DFS erforscht wird. Zu

diesem Zeitpunkt kann ω(r) nicht grau sein, da r sonst eine Back-Edge
wäre (Widerspruch zu Satz 6.8).
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Wenn ω(r) weiß ist, so wird nach dem Satz vom weißen Weg ω(r)
ein Nachfahre von α(r). Nach dem Intervallsatz gilt dann f[ω(r)] <

f[α(r)]. Wenn ω(r) bereits schwarz ist, so ist ω(r) bereits abgearbeitet,
während α(r) noch grau ist. Somit gilt dann ebenfalls f[α(r)] > f[ω(r)].

Die Laufzeit folgt aus der linearen Laufzeit von DFS und der Tat-
sache, daß die Listenoperationen in konstanter Zeit durchführbar sind.

✷

Bestimmung von starken Zusammenhangskomponenten

Algorithmus 6.4 Berechnung der starken Zusammenhangskomponen-
ten.

Input: Ein Graph G = (V, R, α,ω) in
Adjazenzlistendarstellung mit n := |V | und m := |R|

1 Rufe DFS(G) auf, um die Zeiten f[v] für v ∈ V zu berechnen.
2 Berechne den inversen Graphen G−1.
3 Rufe DFS(G−1) auf. Dabei betrachte in der Hauptschleife von DFS

die Ecken gemäß absteigendem Wert f[u] (wobei f[u] im ersten
Schritt berechnet wurde).

4 Seien T1, . . . , Tp die im letzten Schritt erzeugten DFS-Bäume.
5 Gib jeden DFS-Baum Ti aus dem letzten Schritt als einzelne starke

Zusammenhangskomponente aus.

Im Rest dieses Abschnittes bezeichnen d[u] und f[u] die Entdeckungs-
und Beendigungszeiten für eine Ecke u, die durch DFS(G) im Schritt 1
von Algorithmus 6.4 berechnet wurden.

Definition 6.11 (Ahnherr)
Für eine Ecke u ∈ V definieren wir den Ahnherren φ(u) von u durch

φ(u) := x wobei x ∈ EG(u) mit maximalem f[x]. (6.5)

Da u von sich selbst aus erreichbar ist, gilt

f[u] ≤ f[φ(u)]. (6.6)

Ferner folgt aus v ∈ EG(u), daß f[φ(v)] ≤ f[φ(u)]. Insbesondere
folgt mit v = φ(u): f[φ(φ(u))] ≤ f[φ(u)]. Nach (6.6) gilt andererseits
f[φ(u)] ≤ f[φ(φ(u))]. Also ist f[φ(φ(u))] = f[φ(u)] und daher

φ(φ(u)) = φ(u) für alle u ∈ V. (6.7)

Satz 6.12 Die Ecke φ(u) ist ein Vorfahre von u in Gπ.

Beweis: Falls φ(u) = u, so ist die Aussage trivial. Sei daher φ(u) �= u.
Betrachte die Farben der Ecken zum Zeitpunkt d[u]. Wenn φ(u)

grau ist, so ist φ(u) ein Vorfahre von u und der Beweis ist vollständig.
Wir müssen jetzt nur noch zeigen, daß φ(u) weder schwarz noch weiß
ist.

φ(u) ist schwarz: Dann ist f[φ(u)] < f[u] im Widerspruch zu (6.6).

φ(u) ist weiß: Sei w der Weg von u zu φ(u).
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1. Fall: Alle Ecken auf w sind weiß: Dann wird φ(u) nach dem
Satz vom weißen Weg ein Nachkomme von u in Gπ. Dann
ist aber nach Satz 6.2 f[φ(u)] < f[u] im Widerspruch zu (6.6).

2. Fall: w enthält graue oder schwarze Ecken: Sei die Spur von
w gegeben durch s(w) = [u = v0, v1, . . . , vk−1, vk = φ(u)]
und t maximal, so daß vt nicht weiß ist (siehe Abbildung 6.2).

vtu φ(u)
Abbildung 6.2:
Beweis von Satz 6.12

Die Ecke vt muß grau sein, da sonst der Pfeil von vt nach
vt+1 bei der Abarbeitung der Adjazenzliste von vt nicht un-
tersucht worden wäre.
Nach dem Satz von weißen Weg wird dann aber φ(u) Nach-
komme von vt in Gπ und es gilt: f[φ(u)] < f[vt] im Wider-
spruch zur Wahl von φ(u) (Gleichung (6.5)). ✷

Korollar 6.13 Die Ecken u und φ(u) liegen in der gleichen starken Zu-
sammenhangskomponente.

Beweis: Nach Definition ist φ(u) ∈ EG(u). Nach Satz 6.12 ist φ(u) ein
Vorfahre von u in Gπ. Also ist auch u ∈ EG(φ(u)). ✷

Satz 6.14 Es gilt u ∼ v genau dann, wenn φ(u) = φ(v).

Beweis:
„⇒“
Sei x = φ(u). Dann ist x auch von v erreichbar und somit f[φ(v)] ≥

f[φ(u)]. Die gleiche Argumentation für y = φ(v) zeigt, daß f[φ(u)] ≥
f[φ(v)], somit insgesamt also φ(u) = φ(v) gilt.

„⇐“
Wenn x = φ(u) = φ(v), so gilt nach Korollar 6.13 x ∼ u und x ∼ v.

Wegen der Transitivität von ∼ folgt v ∼ u. ✷

Der Beweis des folgenden Lemmas ist einfach und wird hier des-
halb nicht ausgeführt.

Lemma 6.15 Die Graphen G und G−1 besitzen die gleichen starken Zu-
sammenhangskomponenten. ✷

Satz 6.16 Algorithmus 6.4 findet korrekt in O(n + m) Zeit die star-
ken Zusammenhangskomponenten eines gerichteten Graphen G =
(V, R, α,ω).

Beweis: Nach Lemma 6.15 besitzen G und G−1 die gleichen starken Zu-
sammenhangskomponenten. Nach Satz 6.6, angewandt auf DFS(G−1)
in Schritt 3, sind zwei Ecken aus der gleichen Komponente auch im
gleichen DFS-Baum enthalten, der in Schritt 5 ausgegeben wird.

Wir müssen jetzt noch zeigen, daß die Bäume T1, . . . , Tp aus Schritt 4
nicht zu groß sind, d.h. daß u, v ∈ Ti impliziert, daß u ∼G v.

Seien T1, . . . , Tp mit Ti = (Vi, Ri) die Bäume, die in Schritt 4 durch
DFS(G−1) ausgegeben werden, und seien s1, . . . , sp ihre Wurzeln. De-
finiere für 1 ≤ i ≤ p

C(si) := { v ∈ V : φ(v) = si }.
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Wir zeigen durch Induktion nach p, daß für 1 ≤ i ≤ p gilt:

(i) φ(si) = si

(ii) Vi = C(si)

Nach Satz 6.14 sind alle Ecken aus C(vp) in der gleichen starken Zu-
sammenhangskomponente. Dies zeigt dann, daß jeder Baum eine star-
ke Zusammenhangskomponente bildet und beendet den Beweis.

Induktionsanfang: p = 1.

(i) Klar, da s1 die Ecke v mit maximalem f[v] ist.

(ii) Sei u ∈ C(s1). Insbesondere ist dann s1 ∈ EG(u), also u ∈
EG−1(s1). Da s1 die erste Ecke ist, die in der Hauptschleife von
DFS(G−1) untersucht wird, ist zum Zeitpunkt des Entdeckens
von s1 die Ecke u durch einen weißen Weg (in G−1) erreichbar.
Also wird nach dem Satz vom weißen Weg u Nachkomme von
s1, also insbesondere u ∈ T1. Somit ist C(s1) ⊆ V1 gezeigt.

Sei nun u ∈ T1. Dann ist u von s1 in G−1 erreichbar. Also ist s1 ∈
EG(u) für jedes u ∈ T1. Insbesondere ist daher f[φ(u)] ≥ f[s1] für
jedes u ∈ T1. Da s1 aber als erste Ecke in der Hauptschleife von
DFS(G−1) untersucht wurde, besitzt s1 die größte Abarbeitungs-
zeit f[s1]. Also gilt f[φ(u)] = f[s1], also s1 = φ(u) für alle u ∈ T1.
Somit ist V1 ⊆ C(v1) und insgesamt C(v1) = V1.

Induktionsschritt: p − 1→ p.

(i) Wäre f[φ(sp)] > f[sp], so wurde φ(sp) beim Algorithmus DFS(G−1)
vor sp betrachtet. Sei Tj der Baum, der φ(sp) enthält. Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist Vj = { v : φ(v) = sj }. Wegen φ(sp) ∈ Vj
und φ(φ(sp)) = φ(sp) wäre dann sj = φ(sp) und sp ∈ Tj.

(ii) Nach Satz 6.6 landen alle Ecken aus C(sp) im gleichen DFS-Baum,
da sie stark zusammenhängen. Da sp ∈ C(sp) und sp Wurzel von
Tp ist, folgt, daß jede Ecke aus C(sp) in Tp landet.

Wir zeigen, daß jede Ecke u mit f[φ(u)] < f[sp] oder f[φ(u)] >

f[sp] nicht in Tp plaziert wird.

Sei f[φ(u)] > f[sp]. Zum Zeitpunkt, zu dem sp in der Haupt-
schleife selektiert wird, wurde φ(u) bereits betrachtet und bereits
in einen Baum Tj eingeordnet. Die Eckenmenge dieses Baumes
ist dann nach Induktionsvoraussetzung C(φ(φ(u))) = C(φ(u)).
Nach Induktionsvoraussetzung ist dann u ∈ Tj.

Sei nun f[φ(u)] < f[sp]. Dann kann u nicht in Tp eingeordnet
werden, denn u ∈ Tp impliziert sp ∈ EG(u) und somit f[φ(u)] ≥
f[sp].

Dies beendet den Beweis. ✷

6.3 Tiefensuche für ungerichtete Graphen

Der Algorithmus DFS (Algorithmus 6.1) kann auch für ungerichtete
Graphen eingesetzt werden. Im Schritt 7 wird dann nicht der Pfeil ruv
zu Rπ hinzugefügt, der von u nach v verläuft, sondern die entsprechen-
de Kante zwischen u und v. Ansonsten bleibt der Algorithmus unver-
ändert.
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Ungerichtete Wurzelbäume

Definition 6.17 (Wurzel, Wurzelbaum (ungerichtete Graphen))
Sei G = (V, E, γ) ein ungerichteter Graph. Die Ecke s ∈ V heißt Wur-
zel von G, wenn EG(s) = V , d.h. wenn alle Ecken v ∈ V von s aus
erreichbar sind.

Ein Wurzelbaum mit Wurzel s ist ein Baum G, in dem eine Ecke s

als Wurzel ausgezeichnet ist. Die Begriffe Vorfahre und Nachkomme
sind dann analog zum gerichteten Fall definiert.

Analog zu Satz 6.1 beweist man den folgenden Satz:

Satz 6.18 Der Algorithmus DFS werde auf den ungerichteten Graphen
G = (V, E, γ) angewandt. Dann ist Gπ ein Wald. Jede Zusammenhangs-
komponente G ′ von Gπ ist ein ungerichteter Wurzelbaum, wobei die
Wurzel von G ′ diejenige Ecke v mit π[v] = NIL ist.

Mit den Definitionen aus Definition 6.17 bleiben die folgenden Er-
gebnisse auch für den ungerichteten Fall richtig:

1. Satz 6.2 (Intervallsatz)

2. Korollar 6.3

3. Satz 6.5 (Satz vom weißen Weg)

Die Beweise der oben genannten Ergebnisse sind bereits so formuliert,
daß sie ohne Änderung auch die Argumentation im ungerichteten Fall
ergeben.

Klassifizierung der Kanten

Die Klassifizierung der Kanten nach dem Schema für den gerichteten
Fall (man ersetze „Pfeil“ durch „Kante“) ist nicht ganz eindeutig: Eine
Kante zwischen dem Vorfahren u und dem Nachkomme v, die nicht
zu Gπ gehört, könnte man sowohl als Back Edge als auch als Forward
Edge ansehen. Wir lösen diese Zweideutigkeiten dadurch auf, daß wir
eine Kante als ersten passenden Typ in unserer Liste klassifizieren.

Lemma 6.19 DFS werde auf den ungerichteten Graphen G = (V, E, γ)
angewandt. Dann ist jede Kante entweder eine Tree Edge oder eine
Back Edge.

Beweis: Sei e ∈ E eine Kante mit γ(e) = {u, v}. Falls u = v, so ist e per
Definition eine Back Edge. Sei daher u �= v mit o.B.d.A. d[u] < d[v]. Es
folgt d[v] < f[u], da v ∈ Adj[u]. Also ist d[u] < d[v] < f[u] und somit
muß nach dem Intervallsatz d[u] < d[v] < f[v] < f[u] gelten. Dann ist v

Nachkomme von u in Gπ.
Wenn e zuerst von u ausgehend erforscht wird, dann wird e eine

Tree Edge. Ansonsten ist e eine Back Edge, da u zu dem Zeitpunkt, zu
dem e zum ersten Mal erforscht wird, dann immer noch grau ist. ✷
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Bestimmung der Zusammenhangskomponenten

Satz 6.20 DFS werde auf den ungerichteten Graphen G = (V, E, γ) an-
gewandt. Die Eckenmenge jedes DFS-Wurzelbaums ist dann eine Zu-
sammenhangskomponente von G. Folglich kann man mit DFS die Zu-
sammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen in O(n + m)
Zeit bestimmen.

Beweis: Wie im Beweis von Satz 6.6 zeigt man durch Anwendung des
Satzes vom weißen Weg, daß zwei Ecken u und v die zusammenhän-
gen, im gleichen DFS-Baum landen. Sind umgekehrt u und v im glei-
chen Wurzelbaum, so sind u und v offenbar zusammenhängend, da Gπ

nur Kanten aus G enthält. ✷

6.4 Breitensuche

Unter Breitensuche versteht man eine Strategie zum Durchsuchen ei-
nes Graphen, die – im Gegensatz zur Tiefensuche – die Suchrichtung
zuerst nach der Breite ausdehnt. Der prototypische Algorithmus soll
hier nicht behandelt werden. Im nächsten Kapitel wird die wichtigste
Form der Breitensuche, der Algorithmus von Dijkstra, vorgestellt.

Übungsaufgaben

Aufgabe 6.1 – Wurzelbäume in stark zusammenhängenden Graphen

Sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher stark zusammenhängender Graph.

(a) Sei s ∈ V eine beliebige Ecke. Beweisen Sie, daß G einen spannen-
den Wurzelbaum mit Wurzel s besitzt, d.h. einen Wurzelbaum
T = (V, R ′, α ′,ω ′) mit Wurzel s und T 	 G.

(b) Sei G = (V, R) ein endlicher stark zusammenhängender Graph.
Beweisen Sie, daß es einen irreduziblen Kern G∗ von G gibt, des-
sen Pfeilmenge R∗ die Ungleichung |R∗| ≤ 2(|V | − 1) erfüllt. (Hin-
weis: Verwenden Sie Teil (a) und die Tatsache, daß mit G auch
G−1 stark zusammenhängend ist)

Aufgabe 6.2 – Satz vom grauen Weg

Beweisen Sie, daß bei Ausführung des Algorithmus DFS folgendes gilt:
Zum Zeitpunkt d[v] sind die grauen Ecken genau die Vorfahren von v

in Gπ. Diese bilden einen Weg von der Wurzel s des entsprechenden
DFS-Wurzelbaums zur Ecke v.

Aufgabe 6.3 – Eigenschaften der Tiefensuche

Sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher Graph, auf den der Algorithmus DFS
aus diesem Kapitel angewandt werde. Beweisen oder widerlegen Sie
folgende Aussage: Sei v ∈ EG(u) und d[u] < d[v]. Dann ist v ein Nach-
fahre von u im DFS-Wald Gπ.
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Aufgabe 6.4 – Berechnung des reduzierten Graphen

Geben Sie einen Algorithmus an, der zu einem endlichen gerichteten
Graphen G = (V, R, α,ω) den reduzierten Graphen Ĝ in Zeit O(|V |+ |R|)
berechnet.



Kapitel 7

Bestimmung kürzester
Wege

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns damit, kürzeste Wege in einem
gerichten Graphen zu finden.

7.1 Motivation

Ein Autofahrer möchte den kürzesten Weg von Würzburg nach Ham-
burg finden. Er hat eine Straßenkarte, auf der die möglichen Strecken
und Entfernungen eingezeichnet sind (siehe Abbildung 7.1).
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Abbildung 7.1:
Motivation für das Kürzeste-
Wege-Problem.

In diesem Kapitel werden wir uns damit beschäftigen, wie „kürzeste-
Wege-Probleme“ ähnlich dem des Autofahrers effizient mit graphen-
theoretischen Methoden gelöst werden können.
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7.2 Kürzeste Wege

Als Grundvoraussetzung für den Rest dieses Kapitels sei G = (V, R)
ein endlicher gerichteter Graph ohne Parallelen1 und c : R → R eine
Gewichtsfunktion. Wir bezeichnen wie üblich mit n := |V | die Anzahl
der Ecken und mit m := |R| die Anzahl der Pfeile von G.

Definition 7.1 (Länge eines Weges in einem gewichteten Graphen, Abstand)
Sei G = (V, R) ein Graph und c : R→ R eine Gewichtsfunktion. Die Län-
ge c(w) eines Weges w = (r1, . . . , rk) in G ist dann c(w) :=

∑k
i=1 c(ri).

Für zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) Ecken u, v ∈ V de-
finieren wir mit WG(u, v) die Menge aller Wege in G von u nach v. Der
Abstand δ(u, v) ist dann wie folgt definiert:

δ(u, v) :=




inf{ c(w) : w ∈ WG(u, v) } falls u �= v und v ∈ EG(u)

min (0, inf{ c(w) : w ∈ WG(u, u) }) falls u = v und WG(u, u) �= ∅

0 falls u = v und WG(u, u) = ∅

+∞ falls v /∈ EG(u).
(7.1)

Man beachte, daß wir in obiger Definition das Infimum anstelle ei-
nes Minimums benutzen. In der Tat kann δ(u, v) = −∞ auftreten, wie
das nebenstehende Beispiel zeigt.

u

v

10

−2

3−5

1

2

Für die Ecken u und v gilt:
δ(u, v) = −∞.

Lemma 7.2 Die folgenden zwei Aussagen sind äquivalent:

(i) Es gilt δ(u, v) = −∞.

(ii) Es gibt einen Weg w von u nach v und eine Ecke x ∈ s(w), so daß
x auf einem Kreis negativer Länge liegt.

Beweis: „(i)⇒ (ii)“
Annahme: Es gibt keinen Kreis w mit den Eigenschaften aus (ii).
Jeder Weg von u nach v wird dann nicht länger, wenn man Teilwege

aus ihm entfernt, die Kreise sind (da jeder solche Kreis eine nicht nega-
tive Länge besitzt). Da es nur endlich viele Wege in G gibt, die keinen
Kreis enthalten, folgt, daß das Infimum in (7.1) endlich sein muß. Dies
widerspricht der Voraussetzung, daß δ(u, v) = −∞.

„(ii)⇒ (i)“ Trivial. ✷

7.3 Kürzeste-Wege-Probleme

Man unterscheidet folgende Typen von Kürzeste-Wege-Problemen

Ein-Paar-kürzeste-Wege-Problem Finde einen kürzesten Weg (die Län-
ge eines kürzesten Weges) von s ∈ V zu t ∈ V .

Eine-Quelle-kürzeste-Wege-Problem Finde kürzeste Wege (die Län-
gen der kürzesten Wege) von s ∈ V zu allen v ∈ V \ {s}.

Alle-Paare-kürzeste-Wege-Problem Bestimme für jedes Paar u, v von
Ecken einen kürzesten Weg.

Wir werden uns im folgenden auf das Eine-Quelle-kürzeste-Wege-
Problem konzentrieren.

1Parallelen spielen bei der Berechnung kürzester Wege keine Rolle. Wir können je-
weils die billigste der Parallelen im Graphen behalten und alle anderen vorab eliminie-
ren.
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7.4 Kürzeste-Wege-Bäume

Die Repräsentation von kürzesten Wegen beim Eine-Quelle-kürzeste-
Wege-Problem erfolgt durch Bäume kürzester Wege, die wir in der fol-
genden Definition einführen.

Definition 7.3 (Baum kürzester Wege)
Sei G = (V, R) ein gerichteter Graph, c : R → R und s ∈ V . Ein Baum
kürzester Wege bezüglich s ist dann ein Wurzelbaum T = (V ′, R ′) 	 G

mit Wurzel s und folgenden Eigenschaften:

(i) V ′ = EG(s)

(ii) Für alle v ∈ V ′ \ {s} ist der eindeutige Weg von s zu v in T ein
kürzester Weg in G von s zu v.

Ein Baum kürzester Wege muß nicht eindeutig sein, wie das folgen-
de Beispiel zeigt.

Beispiel 7.4 Betrachte den Graphen G = (V, R) mit V = {s, a1, a2, v}

und R = {(s, a1), (s, a2), (a1, v), (a2, v)}. Die Längen auf den Pfeilen
seien identisch 1 gewählt. Der Graph G ist in Abbildung 7.2 dargestellt.
Im Baum kürzester Wege bezüglich s hat man die Wahl, genau einen
der Pfeile (a1, v) oder (a2, v) aufzunehmen.

s

a2

a1

v Abbildung 7.2:
Bäume kürzester Wege sind
nicht immer eindeutig.

Das folgende Lemma nennt eine einfache, aber wichtige Eigenschaft
der Abstände von s.

Lemma 7.5 Sei s eine ausgezeichnete Ecke in G. Dann gilt

δ(s, v) ≤ δ(s, u) + c(u, v) für alle (u, v) ∈ R.

Beweisskizze: Ein kürzester Weg von s nach v ist höchstens so lang wie
ein beliebiger Weg w von s nach v. Insbesondere gilt dies auch für alle
kürzesten Wege von s nach u, die um den Pfeil (u, v) zu einem Weg von
s nach v verlängert werden. ✷

Bei den Algorithmen, die im folgenden vorgestellt werden, tritt ähn-
lich wie bei DFS jeweils ein Vorgängergraph Gπ auf, den wir wie folgt
definieren: Gπ = (Vπ, Rπ) mit

Vπ := { v ∈ V : π[v] �= NIL } ∪ {s}

Rπ := { (π[v], v) ∈ R : v ∈ Vπ ∧ v �= s }

Wir werden dann zeigen, daß Gπ ein Baum kürzester Wege bezüglich s

ist.
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Algorithmus 7.1 Initialisierung für kürzeste Wege Algorithmen

INIT(G, s)

1 for all v ∈ V do
2 d[v]← +∞
3 π[v]← NIL

4 end for
5 d[s]← 0

Unsere Algorithmen benutzen alle die gleiche Initialisierung INIT
aus Algorithmus 7.1. Die Werte d[v] (v ∈ V) sind dabei obere Schranken
für δ(s, v), die im Lauf des Algorithmus angepaßt werden.

Ferner benutzen wir sogenannte „Testschritte“ TESTE(u, v) für Pfei-
le (u, v), die in Algorithmus 7.2 dargestellt sind. Ein solcher Testschritt
prüft, ob wir über u und den Pfeil (u, v) einen kürzeren Weg von s

nach v als die aktuelle obere Schranke d[v] finden können.

Algorithmus 7.2

TESTE(u, v)

1 if d[v] > d[u] + c(u, v) then
2 d[v]← d[u] + c(u, v)
3 π[v]← u

4 end if

d[v]

d[u]

u

v

s

TESTE(u, v)

Lemma 7.6 In G sei von s aus kein Kreis negativer Länge erreichbar.
Ein Algorithmus initialisiere mit Hilfe von Algorithmus 7.1 und füh-
re dann eine beliebige Anzahl von Testschritten (Algorithmus 7.2) aus.
Dann gelten während des Algorithmus folgende Bedingungen:

(i) d[v] ≥ δ(s, v) für jedes v ∈ V .

(ii) Gπ = (Vπ, Rπ) ist ein Wurzelbaum mit Wurzel s.

(iii) Gπ enthält für v ∈ Vπ\{s} einen Weg von s nach v der Länge höch-
stens d[v], dessen Spur durch [s = π(k)[v], . . . , π[v], v] gegeben ist.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach der An-
zahl p der Testschritte.

Falls p = 0, so ist Vπ = {s}, Rπ = ∅, d[s] = 0 und d[v] = +∞ für
v �= s. Die Aussagen sind somit alle offenbar richtig.

Die Aussagen gelten nach p − 1 Testschritten und es werde ein wei-
terer Schritt TESTE(u, v) ausgeführt. Wenn d[v] ≤ d[u] + c(u, v) war,
so wird nichts an Gπ oder den Werten π und d geändert. Somit ist in
diesem Fall nichts zu zeigen.

Wenn d[v] > d[u] + c(u, v) war, so wird nun d[v] auf d[u] + c(u, v)
vermindert, π[v] = u gesetzt, die Kante (u, v) zu Gπ hinzugenommen
und eventuell die alte Kante (x, v) vom alten Vorgänger x von v entfernt.

Zu (i) Es gilt nach Induktionsvoraussetzung

d[u] + c(u, v)
IV≥ δ(s, u) + c(u, v)

Lemma 7.5≥ δ(s, v)
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Zu (ii) Gπ besitzt immer |Vπ| − 1 Pfeile, jede Ecke in Gπ ungleich s

besitzt Innengrad 1, während s Innengrad 0 besitzt. Zeigen wir, daß
alle Ecken in Vπ von s aus erreichbar sind, so folgt, daß EGπ

(s) = Vπ
(und damit Gπ insbesondere schwach zusammenhängend) und somit
nach Lemma 5.26 die Behauptung.

War vorher π[v] = NIL, so wird Gπ um die Ecke v und den Pfeil
(u, v) erweitert. Nach Induktionsvoraussetzung ist u von s in Gπ aus
erreichbar, also damit dann auch v.

Sei nun π[v] = x �= NIL. Dann wird der Pfeil (x, v) in Gπ durch
(u, v) ersetzt. Nach Induktionsvoraussetzung war Gπ vor dem Tausch
ein Wurzelbaum. Es genügt daher zu zeigen, daß nach dem Tausch die
Ecke v von s in Gπ erreichbar ist.

Ist nämlich y ein Nachkomme von v in Gπ, so ist in diesem Fall y

auch weiterhin von s aus erreichbar. Ansonsten benutzte der Weg von s

nach y vor dem Tausch den Pfeil (x, v) nicht und ist damit immer noch
vorhanden.

Wir betrachten die Folge v0, v1, . . . mit vi := π(i)[v].2 Wenn diese
Folge irgendwann mit vk = s abbricht, so liefert sie uns in umgekehrter
Reihenfolge einen Weg von s nach v.

Ansonsten gilt irgendwann vj = vj+t und (falls j und t minimal
gewählt wurden) [vj+t, vj+t−1, . . . , vj] ist die Spur eines elementaren
Kreises in Gπ. Da Gπ nach Induktionsvoraussetung vor dem Austausch
von (x, v) durch (u, v) kreisfrei war, muß er den Pfeil (u, v) enthalten,
also muß j = 0 gelten. Dann ist v1 = π[v] = u und unser Kreis besitzt
die Form [vt = v, . . . , v1 = u, v0 = v]

Nach Konstruktion des Algorithmus gilt

d[vi] ≥ d[vi+1] + c(vi+1, vi), für i = 0, . . . , t − 1 (7.2)

denn nach Setzen von π[vi] := vi+1 gilt Gleichheit und eventuell wurde
d[vi+1] nachher noch verringert. Ferner gilt

d[v0] = d[v] > d[u] + c(u, v) = d[v1] + c(v1, v0). (7.3)

Summation von (7.2) und (7.3) ergibt

t−1∑
i=0

c(vi+1, vi) < d[v0] − d[vt] = 0.

Somit haben wir einen Kreis negativer Länge gefunden, der von s aus
erreichbar ist (da beispielsweise u nach Induktionsvoraussetzung von
s aus erreichbar war). Widerspruch!

Zu (iii) Nach (ii) ist Gπ ein Wurzelbaum mit Wurzel s. Wir haben in
(ii) auch gezeigt, daß für v ∈ Vπ \ {s} die Spur des eindeutigen Weges
von s nach v durch [s = π(k)[v], . . . , π[v], v] gegeben ist. Nach Konstruk-
tion gilt nun wieder

d[π(i)[v]] ≥ d[π(i+1)[v]] + c(π(i+1)[v], π(i)[v]), für i = 0, . . . , k − 1

(7.4)

2Dabei ist π(0)[v] := vund π(i) [v] :=π[π(i−1) [v]] für i > 0, sofern π(i−1) [v] �=NIL.



76 7 Bestimmung kürzester Wege

Summation von (7.4) liefert dann:

k−1∑
i=0

c(π(i+1)[v], π(i)[v]) ≤ d[π(0)[v]] − d[π(k)[v]] = d[v] − d[s] = d[v].

Somit besitzt der oben angegebene Weg in Gπ Länge höchstens d[v]. ✷

Korollar 7.7 Erzeugt ein Algorithmus nach Initialisierung durch eine
Anzahl von Testschritten d[v] = δ(s, v) für jedes v ∈ V , so ist Gπ ein
Baum kürzester Wege bezüglich s.

Beweis: Nach Lemma 7.6 enthält der Wurzelbaum Gπ für jedes v ∈ Vπ
einen Weg der Länge höchstens d[v] = δ(s, v). Da Gπ nur Pfeile aus
G enthält, kann dieser Weg auch nicht kürzer als ein kürzester Weg
sein. ✷

7.5 Der Algorithmus von Dijkstra

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, daß c(r) ≥ 0 für alle r ∈ R ist.
Wir lösen das Eine-Quelle-Kürzeste-Wege-Problem in diesem Fall mit
dem Algorithmus von Dijkstra, der in Algorithmus 7.3 dargestellt ist.

Algorithmus 7.3 Algorithmus von Dijkstra

Input: Ein gerichteter Graph G = (V, R) in
Adjazenzlistendarstellung; eine nichtnegative
Gewichtsfunktion c : R→ R≥0 und ein Knoten s ∈ V

1 INIT(G, s)
2 Q← ∅

3 for all v ∈ V do
4 INSERT(Q, v) {Füge v mit Schlüssel d[v] in die Prioritätsschlange

Q ein}

5 end for
6 DECREASE-KEY(Q, s, 0) {Vermindere den Schlüsselwert von s in Q

auf 0}
7 S← ∅

8 while Q �= ∅ do
9 u← EXTRACT-MIN(Q)

10 S← S ∪ {u}

11 for all v ∈ Adj[u] do
12 if d[v] > d[u] + c(u, v) then
13 DECREASE-KEY(Q, v, d[u]+c(u, v)) {Vermindere den Schlüs-

sel d[v] von v in Q auf d[u] + c(u, v)}
14 π[v]← u

15 end if
16 end for
17 end while

Lemma 7.8 Bei Abbruch vom Algorithmus 7.3 gilt d[v] = δ(s, v) für alle
v ∈ V . Der Graph Gπ ist ein Baum kürzester Wege bezüglich s.
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Beweis: Der erste Teil wird in Übung 7.2 gezeigt. Der zweite Teil folgt
unmittelbar aus Korollar 7.7. ✷

Satz 7.9 Algorithmus 7.3 kann so implementiert werden, daß seine
Laufzeit in O(n logn + m) liegt.

Beweis: Siehe Übung 7.2. ✷

7.6 Der Algorithmus von Bellman und Ford

Während der Algorithmus von Dijkstra (Algorithmus 7.3) nur dann an-
wendbar ist, wenn die Gewichte c(r) nicht negativ sind, so kann der Al-
gorithmus von Bellman und Ford, den wir in diesem Abschnitt vorstel-
len werden, auch für negative Gewichte eingesetzt werden. Natürlich
tritt bei negativen Gewichten möglicherweise der Fall ein, daß ein ne-
gativer Kreis von s aus erreichbar ist, d.h. daß δ(s, v) = −∞ für Ecken
v ∈ V gilt. Wir werden sehen, daß der Algorithmus von Bellman und
Ford benutzt werden kann, um diesen Fall zu entdecken.

Algorithmus 7.4 Algorithmus Bellman und Ford

Input: Ein gerichteter Graph G = (V, R) in
Adjazenzlistendarstellung; eine Gewichtsfunktion
c : R→ R und ein Knoten s ∈ V

1 INIT(G, s)
2 for i← 1, . . . , |V | − 1 do
3 for all (u, v) ∈ R do
4 TESTE(u, v)
5 end for
6 end for
7 for all (u, v) ∈ R do
8 if d[v] > d[u] + c(u, v) then
9 return „Ein negativer Kreis ist von s erreichbar.“

10 end if
11 end for

Lemma 7.10 Wenn G keinen negativen Kreis enthält, der von s aus er-
reichbar ist, dann gilt bei Abbruch des Algorithmus 7.4: d[v] = δ(s, v)
für alle v ∈ V . Ferner ist Gπ ein Baum kürzester Wege bezüglich s.

Beweis: Falls v nicht von s aus erreichbar ist, so folgt bereits aus Lem-
ma 7.6 (i), daß bei Abbruch d[v] = +∞ = δ(s, v) gilt.

Sei also v ∈ EG(s) und w ein kürzester Weg von s nach v. Da in G

kein Kreis negativer Länge von s aus erreichbar ist, können wir o.B.d.A.
annehmen, daß w elementar ist, w = [s = v0, v1, . . . , vk = v]. Da w

elementar ist, gilt k ≤ |V | − 1.
Wir zeigen nun, daß nach dem iten Durchlauf der for-Schleife in

Zeile 2 gilt:

d[vj] = δ(s, vj) für j = 0, . . . , i. (7.5)
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Da k ≤ |V | − 1 und wir |V | − 1 Durchläufe haben, folgt damit dann die
Korrektheit des Algorithmus.

Für i = 0 sind die Aussagen trivial. Seien sie bereits für i > 0 be-
wiesen und wir betrachten den (i + 1)-ten Durchlauf der Schleife. Im
(i+ 1)ten Durchlauf wird in Schritt 3 der Pfeil (vi, vi+1) betrachtet. Da-
nach gilt

d[vi+1] ≤ d[vi] + c(vi, vi+1)
IV
= δ(s, vi) + c(vi, vi+1) = δ(s, vi+1).

Die letzte Gleichheit folgt dabei aus der Tatsache, daß [v0, . . . , vi+1] ein
kürzester Weg von s = v0 nach vi+1 ist.

Mit Lemma 7.6 (i) folgt nun, daß nach dem (i+ 1)ten Durchlauf der
Schleife gilt: d[vi+1] = δ(s, vi+1). Für die Ecken v0, . . . , vi galt bereits
vor dem (i+ 1)ten Durchlauf die Gleichheit d[vj] = δ(s, vj). Da sich die
Werte d[v] nach Konstruktion beim Durchlauf nicht erhöhen können,
folgt, daß bei Abbruch gilt: d[v] = δ(s, v) für alle v ∈ V .

Daß Gπ ein Baum kürzester Wege bezüglich s ist, folgt wiederum
aus Korollar 7.7. ✷

Lemma 7.11 Es gilt v ∈ EG(s) genau dann, wenn bei Abbruch des Al-
gorithmus 7.4 gilt: d[v] < +∞.

Beweis:
„⇒“
Sei v ∈ EG(s) und w = [v0 = s, . . . , vk = v] ein elementarer Weg von

s nach v in G. Man zeigt nun ähnlich wie im Lemma 7.10 durch Induk-
tion nach i, daß nach dem iten Durchlauf der for-Schleife in Zeile 2 gilt:
d[vi] ≤

∑i−1
j=0 c(vj, vj+1). Damit folgt dann, d[v] < +∞ bei Abbruch.

„⇐“
Annahme: d[v] < +∞ aber v /∈ EG(s). Nach Lemma 7.6 (i) impli-

ziert v /∈ EG(s), daß d[v] = +∞, Widerspruch! ✷

Lemma 7.12 Der Algorithmus 7.4 entscheidet korrekt, ob es einen Kreis
negativer Länge in G gibt, der von s aus erreichbar ist.

Beweis: G besitze keinen solchen Kreis. Für jeden Pfeil (u, v) ∈ R gilt
nach Lemma 7.5 die Ungleichung: δ(s, v) ≤ δ(s, u) + c(u, v). Nach
Lemma 7.10 gilt bei Abbruch von Algorithmus 7.4: δ(s, v) = d[v]. So-
mit folgt d[v] ≤ d[u] + c(u, v) für alle (u, v) ∈ R und der Algorithmus
informiert nicht über einen Kreis negativer Länge.

Sei nun w ein o.B.d.A. elementarer Kreis negativer Länge in G, der
von s aus erreichbar ist, etwa w = [v0, . . . , vk+1 = v0] mit v0 ∈ EG(s).
Dann gilt:

k∑
i=0

c(vi, vi+1) < 0. (7.6)

Annahme: Der Algorithmus informiert nicht über den negativen Kreis.
Dann gilt bei Abbruch d[vi+1] ≤ d[vi] + c(vi, vi+1) für i = 0, . . . , k.
Nach Lemma 7.11 ist d[vi] für i = 0, . . . , k endlich. Also haben wir

d[vi+1] − d[vi] ≤ c(vi, vi+1) für i = 0, . . . , k (7.7)
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Summation von (7.7) für i = 0, . . . , k ergibt

k∑
i=0

c(vi, vi+1) ≥ d[vk+1] − d[v0] = 0,

da v0 = vk+1, im Widerspruch zu (7.6). ✷

Satz 7.13 Algorithmus 7.4 entscheidet korrekt, ob es einen Kreis negati-
ver Länge in G gibt, der von s aus erreichbar ist. Falls es keinen solchen
Kreis gibt, werden die Distanzen δ(s, v) (v ∈ V) korrekt berechnet. Der
Algorithmus kann so implementiert werden, daß er in O(|V | · |R|) Zeit
läuft.

Beweis: Die Korrektheit wurde bereits in den Lemmata 7.10 und 7.12
gezeigt. Es verbleibt die Laufzeitanalyse. Die Initialisierung benötigt
O(n) Zeit. Die Hauptschleife wird O(n) mal durchlaufen, wobei die
innere Schleife jeweils O(m) Zeit benötigt. Der abschließende Test be-
nötigt O(m) Zeit. ✷

7.7 Die Bellmanschen Gleichungen und kreis-
freie Graphen

Wir betrachten wieder das Ein-Quellen-Kürzeste-Wege-Problem. Wir
nehmen an, daß G keinen Kreis negativer Länge besitzt, der von s aus
erreichbar ist.

Sei w = (r1, . . . , rk) ein kürzester Weg von s zu einer Ecke v. Man
beachte, daß unter unseren Vorausetzungen an G ein solcher Weg exi-
stiert. Dann muß w ′ = (r1, . . . , rk−1) ein kürzester Weg von s zu
ω(rk−1) sein (wobei wir ω(rk−1) := s setzen, falls w = (r1) nur aus
einem Pfeil besteht). Somit erfüllen die Abstände δ(s, v) in G die fol-
genden sogenannten Bellmanschen Gleichungen3

δ(s, s) = 0 (7.8)
δ(s, v) = min ({+∞} ∪ { δ(s, u) + c(u, v) : (u, v) ∈ R }) , für v �= s

(7.9)

Ist G kreisfrei, so sind insbesondere keine Kreise negativer Länge von
der Ecke s aus erreichbar. In diesem Fall kann man die Bellmanschen
Gleichungen (7.8) und (7.9) benutzen, um die Abstände δ(s, v) (v ∈ V)
in Zeit O(n + m) zu berechnen.

Ist nämlich σ eine topologische Sortierung von G, so folgt aus (u, v) ∈
R, daß σ(u) < σ(v). Somit genügt es, die Ecken v ∈ V in (7.9) gemäß der
topologischen Sortierung zu betrachten. In diesem Fall ist dann δ(s, u)
für alle Vorgänger u von v bereits berechnet, bevor wir das Minimum

3Manche Autoren definieren auch

c(vi,vj) :=

{
c(r) falls r= (vi,vj) ∈ R

+∞ falls r= (vi,vj) /∈ R.

und formulieren die Bellmanschen Gleichungen dann wie folgt:

δ(s,s) = 0

δ(s,v) = min{δ(s,u)+c(u,v) :u �= v}, für v �= s
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in (7.9) bestimmen. Algorithmus 7.5 setzt diese Idee um. Es ergibt sich
damit der folgende Satz:

Satz 7.14 Algorithmus 7.5 berechnet korrekt in O(n + m) Zeit die Ab-
stände in einem kreisfreien Graphen von einem ausgezeichneten Kno-
ten. Bei Abbruch ist Gπ ein Baum kürzester Wege bezüglich s. ✷

Algorithmus 7.5 Kürzeste Wege Berechnungen in einem kreisfreien
Graphen.

Input: Ein gerichteter kreisfreier Graph G = (V, R) in
Adjazenzlistendarstellung; eine Gewichtsfunktion
c : R→ R und ein Knoten s ∈ V

1 INIT(G, s)
2 Erstelle aus den Adjazenzlisten Adj neue Listen, die nach Endpunk-

ten sortiert sind, d.h. u ∈ Adj ′[v] gdw. (u, v) ∈ R

3 Berechne eine topologische Sortierung von G. Sei L die Liste der
topologisch sortierten Ecken.

4 for all v ∈ L in sortierter Reihenfolge do
5 for all u ∈ Adj ′[v] do
6 TESTE(u, v)
7 end for
8 end for

7.8 Längste Wege

Bisher haben wir uns damit beschäftigt kürzeste Wege von einer Ecke s

zu allen anderen Ecken v ∈ V \ {s} zu finden. Falls ein negativer Kreis
von s aus erreichbar war, so haben wir dies (etwa mit dem Algorithmus
von Ford und Bellman) erkannt und den Algorithmus abgebrochen.

Im Fall von negativen Kreisen könnten wir auch nach dem kür-
zesten elementaren Weg von s zu den Ecken v ∈ V \ {s} fragen. Dies ist
äquivalent dazu, bezüglich der Gewichtsfunktion −c nach einem läng-
sten elementaren Weg zu fragen.

Es zeigt sich nun, daß das Problem, längste elementare Wege zu be-
stimmen, deutlich „schwerer“ ist, als nach kürzesten Wegen zu fragen.

Satz 7.15 Das Problem, zu entscheiden, ob in einem (gerichteten oder
ungericheten) Graphen G mit nichtnegativer Pfeil- bzw. Kantengewich-
tungsfunktion c ein elementarer Weg der Länge mindestens L von s ∈ V

nach t ∈ V (s �= t) existiert, ist NP-vollständig.

Beweis: Das Problem behinhaltet als Teilproblem die Frage nach einem
Hamiltonschen Weg von s nach t in G (c ≡ 1 und L := |V | − 1).

Man kann das Problem HAMILTONSCHER KREIS auf das Hamil-
tonschen Weg Problem in Polynomialzeit transformieren (siehe z.B.
[GJ79]). ✷
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Übungsaufgaben

Aufgabe 7.1 – Baum kürzester Wege

Sei G = (V, R, α,ω) ein Graph, c : R → R+
0 eine nichtnegative Pfeilbe-

wertung.

a. Ein Weg w heißt kürzester Weg (in G), falls c(w) = distG(α(w),ω(w)).
Zeigen Sie: Jeder Teilweg eines kürzesten Weges ist seinerseits ein
kürzester Weg.

b. Sei s ∈ V ein Knoten in G. Zeigen Sie: Es gibt einen Wurzelbaum
Ts = (V, RT ) mit Wurzel s, so daß

distT (s, v) = distG(s, v) für alle v ∈ V .

Er wird Baum kürzester Wege (engl. shortest path tree) genannt.

Aufgabe 7.2 – Algorithmus von Dijkstra

(a) Beweisen Sie Lemma 7.8.

(b) Beweisen Sie Lemma 7.9.

Aufgabe 7.3 – Bäume kürzester Wege

In dieser Aufgabe sei G = (V, R) ein endlicher Graph und c : R → R

eine Gewichtsfunktion. Es sei kein Kreis negativer Länge von der Ecke
s ∈ V erreichbar. Zeigen Sie, daß ein Baum kürzester Wege bezüglich s

in G existiert.

Aufgabe 7.4 – Zuverlässigste Wege

Sei G = (V, R) ein endlicher gerichteter Graph, der ein Kommunikati-
onsnetz modelliert: die Ecken sind Verbindungsknoten, die Pfeile sind
unidirektionale Kommunikationslinks.

Für jeden Pfeil (u, v) ∈ R ist eine Wahrscheinlichkeit 0 ≤ f(u, v) ≤ 1

bekannt, mit der die Verbindung (u, v) ausfällt. Dabei nehmen wir an,
daß diese Wahrscheinlichkeiten voneinander unabhängig sind. Daher
ist dann für einen Weg w = (r1, . . . , rk) seine Zuverlässigkeit, d.h. die
Wahrscheinlichkeit, daß er nicht ausfällt, durch

z(w) :=

k∏
i=1

(1 − f(ri))

gegeben.
Geben Sie einen effizienten Algorithmus an, der zu zwei gegebenen

Ecken s, t ∈ V einen zuverlässigsten Weg w von s nach t bestimmt, d.h.
einen Weg w, für den z(w) maximal ist.

Aufgabe 7.5 – Kürzeste Wege bei Einheitskosten (Breitensuche)

In dieser Aufgabe sei G = (V, R) ein endlicher Graph und s ∈ V eine
Ecke. Wir betrachten das Problem, kürzeste Wege von s zu allen Ecken
v ∈ V zu bestimmen, wenn alle Pfeile r ∈ R die Länge 1 besitzen. Dazu
sei der Algorithmus 7.6 gegeben. Dieser Algorithmus ist als Breitensu-
che oder Breadth-First-Search bekannt.
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Algorithmus 7.6 Breitensuche (Breadth-First-Search)

BFS(G)

Input: Ein gerichteter Graph G = (V, R) in
Adjazenzlistendarstellung; ein Knoten s ∈ V

1 INIT(G, s) {Initialisierung durch Algorithmus 7.1}

2 L← {s} {Eine Liste, die nur s enthält}
3 while L �= ∅ do
4 Entferne das erste Element u aus L

5 for all (u, v) ∈ R do
6 if d[v] > d[u] + 1 then
7 d[v]← d[u] + 1

8 π[v]← u

9 Füge v an das Ende von L an.
10 end if
11 end for
12 end while

(a) Beweisen Sie, daß bei Abbruch des Algorithmus d[v] = δ(s, v) für
alle v ∈ V gilt und Gπ ein Baum kürzester Wege bezüglich s ist.

(b) Zeigen Sie, daß man den obigen Algorithmus so implementieren
kann, daß er in Zeit O(|V | + |R|) läuft.

Aufgabe 7.6 – Eigenschaften von Abständen in Graphen

In dieser Aufgabe sei G = (V, R) ein endlicher Graph und c : R→ R eine
Gewichtsfunktion. Lemma 7.5 der Vorlesung besagt, daß

δ(s, v) ≤ δ(s, u) + c(u, v) für alle (u, v) ∈ R.

Der skizzierte Beweis behandelte nur den Fall, daß δ(s, v) und δ(s, u)
endlich sind. Vervollständigen Sie den Beweis für den Fall, daß auch
+∞ und −∞ als Abstände auftreten können.



Kapitel 8

Strömungen und Flüsse

8.1 Strömungen und Schnitte

Definition 8.1 (Strömung)
Sei G = (V, R, α,ω) ein gerichteter Graph. Eine Funktion β : R → R

heißt Strömung in G, wenn mit

β+(v) :=
∑

r:α(r)=v

β(r) und β−(v) :=
∑

r:ω(r)=v

β(r) (8.1)

gilt:

β+(v) = β−(v) für alle v ∈ V. (8.2)

Dabei bedeutet für unendliche Graphen die Bedingung (8.2), daß die
Reihen aus (8.1) konvergent sind und ihre Grenzwerte gleich sind.

Wir werden uns im folgenden auf endliche Graphen beschränken.
Es ergibt sich nun nahezu unmittelbar das folgende Lemma, dessen
Beweis wir nicht explizit führen.

Lemma 8.2 Es seien β und β ′ Strömungen in G. Dann sind auch β+β ′

und t · β für jedes t ∈ R Strömungen. Folglich bildet die Menge S(G)
der Strömungen in G einen linearen Raum. ✷

Definition 8.3 (Vorwärts- und Rückwärtsteil eines Schnittes)
Sei (S, T) ein Schnitt in G. Dann definieren wir den Vorwärtsteil σ+(S, T)
des Schnittes durch

σ+(S, T) := { r ∈ R : α(r) ∈ S ∧ ω(r) ∈ T } (8.3)

und den Rückwärtsteil σ−(S, T) des Schnittes (S, T) durch

σ−(S, T) := { r ∈ R : ω(r) ∈ S ∧ α(r) ∈ T } (8.4)
σ−(S, T)

σ+(S, T)

S T

TS

Bemerkung 8.4 Manche Autoren (z.B. [Nol75]) definieren für eine Par-
tition S∪ T den Vorwärts- und den Rückwärtsteil des durch S induzier-
ten Schnittes durch

σ+(S) := { +r : α(r) ∈ S ∧ ω(r) ∈ T }

σ−(S) := { −r : α(r) ∈ T ∧ ω(r) ∈ S }
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und bezeichnen mit σ(S) := σ+(S) ∪ σ−(S) den durch S induzierten
Schnitt.

Bis auf die Markierungen „+“ und „−“ der Pfeile im Vorwärts- und
Rückwärtsteil entsprechen dann σ(S), σ+(S) und σ−(S) unseren Defi-
nitionen σ(S, T), σ+(S, T) und σ−(S, T).

Definition 8.5
Sei (S, T) ein Schnitt im Graphen G und w : R→ R eine beliebige Funk-
tion. Dann definieren wir

w(S, T) :=
∑

r∈σ+(S,T)

w(r).

Satz 8.6 Ist β eine Strömung in G und (S, T) ein Schnitt, so gilt:

β(S, T) = β(T, S).

Bevor wir den Satz beweisen, soll kurz die anschauliche Bedeutung sei-
nes Ergebnisses erläutert werden. Satz 8.6 besagt, daß aus der Menge S

durch eine Strömung so viel „herausläuft“, wie in S hineinläuft. Dies
entspricht unserer physikalischen Vorstellung einer Strömung.

S T

β(S, T ) = β(T, S)

Beweis von Satz 8.6: Es gilt:

β(S, T) =
∑

r:α(r)∈S
ω(r)∈T

β(r) =
∑
v∈S

β+(v) −
∑

r:α(r)∈S
ω(r)∈S

β(r)

(8.2)
=
∑
v∈S

β−(v) −
∑

r:α(r)∈S
ω(r)∈S

β(r)

=
∑

r:ω(r)∈S
α(r)∈T

β(r)

= β(T, S)

Dies zeigt die behauptete Gleichheit. ✷

8.2 Zulässige und maximale Strömungen

Voraussetzung 8.7 Im folgenden sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher ge-
richteter Graph und l, c : R→ R Funktionen, die den Pfeilen in G Kapa-
zitäten zuweisen, wobei 0 ≤ l(r) ≤ c(r) für alle r ∈ R gelte.

Unter der Voraussetzung 8.7 nennen wir für einen Schnitt (S, T) den
Wert c(S, T) − l(T, S) die Kapazität des Schnittes (S, T). Anschaulich be-
zeichnet die Kapazität von (S, T) den maximalen Nettofluß aus S her-
aus: Maximal c(S, T) Einheiten können aus S herausfließen, während
mindestens l(T, S) Einheiten hineinfließen müssen.

Definition 8.8 (Zulässige Strömung)
Sei G wie in Voraussetzung 8.7. Eine Strömung β ∈ S(G) heißt zulässig
bezüglich der Kapazitätsfunktionen l und c, wenn

l(r) ≤ β(r) ≤ c(r) für alle r ∈ R

gilt.
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Es stellt sich die Frage, ob in einem gegebenen Graphen überhaupt
eine bezüglich der Kapazitätsschranken l und c zulässige Strömung
existiert. Falls l ≡ 0 gilt, so ist die Nullströmung β ≡ 0 offenbar eine
zulässige Strömung. Falls l �≡ 0, so ist die Existenz einer zulässigen
Strömung nicht trivial.

Abbildung 8.1 zeigt einen Graphen, in dem keine zulässige Strö-
mung existiert.

(0, 5)

(2, 2)

(2, 2)

(2, 5)

S
T

(1, 8)

(0, 2)

(l = 3, c = 5)

(1, 3)

Abbildung 8.1:
Für zulässiges β ∈ S(G)

und den Schnitt (S, T ) müß-
te β(S, T ) ≥ 3 und β(T, S) ≤
2 gelten. Dies widerspricht
Satz 8.6.

Lemma 8.9 Eine notwendige Bedingung für die Existenz einer zulässi-
gen Strömung in G ist, daß

c(S, T) ≥ l(T, S) (8.5)

für alle Schnitte (S, T) in G gilt.

Vor dem Beweis wiederum kurz die anschauliche Bedeutung der
Aussage des Lemmas: Das Lemma besagt, daß für jeden Schnitt (S, T)
mindestens so viel aus S herauslaufen können darf, wie mindestens
nach S hineinlaufen muß.
Beweis von Lemma 8.9: Sei β eine zulässige Strömung in G. Dann gilt:

0
Satz 8.6

= β(S, T) − β(T, S)
l ≤ β ≤ c

≤ c(S, T) − l(T, S)

Somit ist die Behauptung bewiesen. ✷

Wir werden nachher (Satz von Hoffman) zeigen, daß die nahezu
trivialerweise notwendige Bedinung (8.5) auch hinreichend für die Exi-
stenz einer zulässigen Strömung in G ist.

Definition 8.10 (Maximalströmungsproblem)
Gegeben ist ein Graph G wie in Voraussetzung 8.7. Ferner sei r0 ∈ R

ein ausgezeichneter Pfeil des Graphen mit α(r0) �= ω(r0)und l(r0) = 0.
Bestimmt werden soll eine bezüglich l und c zulässige Strömung β∗ mit
maximalem Flußwert β∗(r0). Falls keine zulässige Strömung existiert,
soll darüber informiert werden.

In der obigen Definition haben wir vorausgesetzt, daß der ausge-
zeichnete Pfeil r0 keine Schlinge ist. In der Tat ist im Fall, daß α(r0) =
ω(r0) gilt, das Maximalströmungsproblem kaum interessant. Sofern
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nur eine zulässige Strömung β ∈ S(G) existiert, können wir den Strö-
mungswert β(r0) auf dem Pfeil r0 dann auf die obere Kapazitätsschran-
ke c(r0) erhöhen und erhalten damit eine maximale Strömung in G.

Weiterhin haben wir in der letzten Definition vorausgesetzt, daß für
den ausgezeichneten Pfeil r0 gilt: l(r0) = 0. Dies stellt keine Einschrän-
kung dar, da wir den Flußwert auf r0 maximieren wollen.

Satz 8.11 Es gelten die Voraussetzungen wie in Definition 8.10. Ist β

eine bezüglich l und c zulässige Strömung in G, so gilt

β(r0) ≤ c(S, T) − l(T, S) (8.6)

für jeden Schnitt (S, T) in G mit r0 ∈ σ−(S, T). Für den Fall, daß l ≡ 0

gilt, haben wir

β(r0) ≤ c(S, T) (8.7)

für jeden Schnitt (S, T) in G mit r0 ∈ σ−(S, T).

S T

s t

r0

Beweis: Es gilt

β(T, S) = β(r0) +
∑

r∈σ+(T,S)
r �=r0

β(r).

Nach Satz 8.6 ist β(T, S) = β(S, T). Also haben wir

β(r0) = β(T, S) −
∑

r∈σ+(T,S)
r �=r0

β(r)
Satz 8.6

= β(S, T) −
∑

r∈σ+(T,S)
r �=r0

β(r)

l ≤ β ≤ c

≤ c(S, T) −
∑

r∈σ+(T,S)
r �=r0

l(r)
l(r0)=0

= c(S, T) − l(T, S).

Dies zeigt die Behauptung. ✷

Korollar 8.12 Es gelten die Voraussetzungen wie in Definition 8.10. Es
gebe in G eine bezüglich l und c zulässige Strömung. Dann gilt:

max{β(r0) : β ist zulässige Strömung in G }

≤ min
(
c(r0), min{ c(S, T) − l(T, S) : r0 ∈ σ−(S, T) }

)
Wir werden nachher zeigen, daß in der obigen Ungleichung tatsäch-

lich sogar Gleichheit gilt.

Bemerkung 8.13 Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, daß
eine maximale Strömung existiert. Dies ist aber nicht vollkommen tri-
vial, da für jede zulässige Strömung β der Wert β(r0) nach Satz 8.11
beschränkt ist, eventuell aber nur ein Supremum und kein Maximum
existieren könnte.

Wir zeigen daher kurz, daß tatsächlich eine maximale Strömung exi-
stiert. Wir können jede Strömung β in G als Vektor des Rm (m := |R|)
auffassen: β = (β(r1), . . . , β(rm)). Die Menge F der zulässigen Strö-
mungen läßt sich dann wie folgt schreiben:

F =

{
β :

l(ri) ≤ β(ri) ≤ c(ri), für i = 1, . . . ,m∑
r:α(r)=v β(r) −

∑
r:ω(r)=v β(r) = 0, für alle v ∈ V

}
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Wegen der ersten Bedingung (l(ri) ≤ β(ri) ≤ c(ri) für i = 1, . . . ,m)
ist F beschränkt. Die Abgeschlossenheit von F folgt unmittelbar aus der
obigen Definition. Folglich ist F kompakt. Nach bekannten Sätzen der
Analysis nimmt daher die stetige Funktion f : F → R mit f(β) := β(r0)
ihr Maximum auf F an, d.h. es existiert ein β∗ ∈ F mit

f(β∗) = max{β(r0) : β ∈ F }.

Somit existiert eine maximale Strömung β∗. ✷

8.3 Das Max-Flow-Min-Cut-Theorem

Wir gehen zunächst davon aus, daß in G eine zulässige Strömung β be-
kannt ist. Im Fall, daß die unteren Kapazitätsschranken l(r) alle gleich 0

sind, kann dies etwa die Nullströmung β0 ≡ 0 sein.
Ansonsten seien die Voraussetzungen wie beim Maximalströmungs-

problem (Definition 8.10) gegeben.

Definition 8.14 (Strömungsvergrößernde Kette)
Eine elementare Kette κ = (δ1r1, . . . , δkrk) in GR\{r0} heißt strömungs-
vergrößernde Kette, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(i) α(κ) = s = ω(r0) und ω(κ) = t = α(r0),

(ii) β(ri) < c(ri) für alle i mit δi = 1 und

(iii) β(ri) > l(ri) für alle i mit δi = −1.

s t

< c
< c

< c

> l

κ

r0

Sei β eine zulässige Strömung in G und κ = (δ1r1, . . . , δkrk) eine
strömungsvergrößernde Kette. Wir setzen

ε1 := min{ c(ri) − β(ri) : δi = 1 } > 0 (8.8)
ε2 := min{β(ri) − l(ri) : δi = −1 } > 0. (8.9)

Dabei folgt die Tatsache, daß ε1, ε2 strikt positiv sind, direkt aus der
Definition einer strömungsvergrößernden Kette. Wir definieren nun
noch

ε3 := c(r0) − β(r0) ≥ 0. (8.10)

Gilt sogar ε3 > 0, so ist für 0 < ε ≤ min{ε1, ε2, ε3} die Strömung β ′ :=
β + βε mit

βε(r) :=




δi · ε falls r = ri für ein i

ε falls r = r0

0 sonst
(8.11)

eine zulässige Strömung1 in G mit β ′(r0) = β(r0) + ε > β(r0).

s t
κ

r0

β − ε

β + ε

β + ε
β + ε

β + ε

Durch die obige Argumentation haben wir somit folgendes Lemma
bewiesen:

Lemma 8.15 Sei β ∈ S(G) eine zulässige Strömung mit β(r0) < c(r0)
und κ eine strömungsvergrößernde Kette. Dann kann man eine zuläs-
sige Strömung β ′ ∈ S(G) finden, die β ′(r0) > β(r0) erfüllt. ✷

1Die Zulässigkeit von β′ folgt sofort aus der Definition. Daß β′ tatsächlich eine Strö-
mung ist, verifiziert man leicht.
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Bemerkung 8.16 Sind die Ausgangsströmung β sowie die Kapazitäts-
schranken l und c ganzzahlig, so kann auch die Strömung β ′ aus dem
letzten Lemma ganzzahlig bestimmt werden, wenn wir β ′ := β + βε

(siehe (8.11)) mit

ε := min{ε1, ε2, ε3}

wählen, da die Werte εi aus (8.8)–(8.10) dann ganzzahlig sind.

Lemma 8.17 Es gelten die Voraussetzungen von Definition 8.10. Sei
β ∈ S(G) eine zulässige Strömung. Es existiere keine strömungsver-
größernde Kette von s nach t. Dann ist β eine maximale Strömung und
es existiert ein Schnitt (S, T) mit

β(r0) = c(S, T) − l(T, S).

Beweis: Wir nennen eine elementare Kette κ = (δ1r1, . . . , δkrk) mit
α(κ) = s und ω(κ) = v eine vergrößernde Kette, wenn sie die Eigenschaf-
ten (ii) und (iii) aus Definition 8.14 besitzt. Dann ist jede vergrößernde
Kette κ mit ω(κ) = t eine strömungsvergrößernde Kette.

Setze nun

S := {s} ∪ { v ∈ V : es gibt eine vergrößernde Kette nach v } (8.12)

und T := V \ S. Nach Voraussetzung ist t /∈ S, also t ∈ T . Daher ist
(S, T) ein Schnitt mit r0 ∈ σ−(S, T).

Sei r ∈ σ+(S, T) mit u := α(r) und v := ω(r). Nach Definition
gilt v ∈ T , und es existiert nach Definition von S und T daher keine
vergrößernde Kette nach v. Wir behaupten, daß β(r) = c(r) gelten muß.

Annahme: β(r) < c(r). Ist u = s, so ist (+r) eine vergrößernde Kette
im Widerspruch zu v ∈ T . Ist u �= s, so sei κ = (δ1r1, . . . , δkrk) eine
vergrößernde Kette nach u. Diese Kette kann nicht v berühren, da nach
Voraussetzung v ∈ T gilt (und sonst die Teilkette von s nach v bereits ei-
ne vergrößernde Kette nach v wäre). Dann ist aber (δ1r1, . . . , δkrk,+r)
eine einfache Kette, die vergrößernde Kette nach v ist, im Widerspruch
zu v ∈ T .

Somit haben wir gezeigt, daß für den Schnitt (S, T) die Gleichung

β(S, T) = c(S, T) (8.13)

gilt. Wir betrachten nun die Pfeile in σ−(S, T) \ {r0}. Wir behaupten,

S T

r0

β = c

β(S, T ) = c(S, T )

daß für r ∈ σ−(S, T) die Beziehung β(r) = l(r) gelten muß.
Wäre nämlich β(r) > l(r), so zeigt man durch Fallunterscheidung

nach ω(r) = s bzw. ω(r) �= s ähnlich wie oben, daß in beiden Fäl-
len eine vergrößernde Kette nach α(r) existiert, was der Voraussetzung
α(r) ∈ T widerspricht.

Daher gilt für jeden Pfeil r ∈ σ−(S, T)\{r0} die Beziehung β(r) = l(r)
und wir haben für (S, T)

β(T, S) = β(r0) +
∑

r∈σ−(S,T)\{r0}

β(r)

= β(r0) +
∑

r∈σ−(S,T)\{r0}

l(r)
l(r0)=0

= β(r0) + l(T, S). (8.14)

Wegen β(T, S) = β(S, T) (Satz 8.6) ergibt sich aus (8.14):

β(r0) = β(S, T) − l(T, S)
(8.13)
= c(S, T) − l(T, S).

Nach Satz 8.11 ist dann aber β eine maximale Strömung. ✷

S T

β = l

β = c

r0
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Satz 8.18 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem) Es gelten die Voraussetzun-
gen wie in Definition 8.10. Es gebe in G eine bezüglich l und c zulässige
Strömung. Dann gilt:

max{β(r0) : β ist zulässige Strömung in G }

= min
(
c(r0), min{ c(S, T) − l(T, S) : r0 ∈ σ−(S, T) }

)
Beweis: Sei β∗ eine maximale Strömung. Korollar 8.12 liefert bereits,
daß β∗(r0) ≤ M, wobei

M := min
(
c(r0), min{ c(S, T) − l(T, S) : r0 ∈ σ−(S, T) }

)
.

Es genügt also, β∗(r0) ≥ M zu zeigen.
Wenn β∗(r0) = c(r0) ist, so gilt β∗(r0) = c(r0) ≥ M und der Beweis

ist vollständig.
Ist β∗(r0) < c(r0), so kann es nach Lemma 8.15 keine strömungs-

vergrößernde Kette von s nach t geben. Nach Lemma 8.17 existiert ein
Schnitt (S, T) mit

β∗(r0) = c(S, T) − l(T, S) ≥ M.

Somit folgt wieder β∗(r0) = M und der Beweis ist vollständig. ✷

8.4 Der Algorithmus von Ford und Fulkerson

Der Algorithmus von Ford und Fulkerson startet mit einer beliebigen
zulässigen Strömung β in G (gilt l ≡ 0, so können wir mit der Null-
strömung β ≡ 0 starten). Sofern noch β(r0) < c(r0) gilt, erhöht er die
Strömung entlang einer strömungsvergrößernden Kette. Wenn es kei-
ne solche strömungsvergrößernde Kette mehr gibt, muß die aktuelle
Strömung nach Lemma 8.17 maximal sein.

Algorithmus 8.1 Maximalströmungs-Alg. von Ford und Fulkerson

Input: Ein gerichteter schwach zsh. Graph G = (V, R, α,ω);
Kapazitätschranken 0 ≤ l(r) ≤ c(r) (r ∈ R), ein
ausgezeichneter Pfeil r0 ∈ R;
eine zulässige Ausgangsströmung β in G

1 β ′ ← β

2 while es gibt eine strömungsvergr. Kette κ und β(r0) < c(r0) do
3 Sei κ = (δ1r1, . . . , δkrk)
4 Berechne ε1, ε2 und ε3 wie in (8.8)–(8.10)
5 ε← min{ε1, ε2, ε3}

6 Setze β ′ := β ′ + βε mit βε wie in (8.11)
7 end while

Der Algorithmus von Ford und Fulkerson ist in Algorithmus 8.1
dargestellt. Er besitzt eine wichtige Eigenschaft. Sofern die Ausgangs-
strömung β und die Funktionen l und c ganzzahlig sind, sind alle zwi-
schenzeitlich vom Algorithmus berechneten Strömungen β ′ ganzzah-
lig.

Für diesen Fall ergibt sich auch die Korrektheit mit Hilfe der Lem-
mata 8.15 und 8.17: In jedem Schritt wird der Strömungswert β ′(r0)
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um mindestens eine Einheit erhöht. Somit bricht der Algorithmus nach
maximal β∗(r0) − β(r0) Iterationen mit einer Strömung β ′ ab, für die
entweder β ′(r0) = c(r0) gilt oder für die keine strömungsvergrößern-
de Kette existiert. Nach Lemma 8.17 ist diese Strömung β ′ dann eine
maximale Strömung.

Damit ergibt sich als Nebenprodukt der folgende wichtige Satz:

Satz 8.19 (Ganzzahligkeitssatz) Sei G wie in Definition 8.10 und seien
die Funktionen l und c ganzzahlig mit l ≡ 0. Dann existiert in G eine
maximale Strömung β∗, die ganzzahlig ist. ✷

Für rationale Werte β, l und c ergibt sich die Korrektheit des Al-
gorithmus von Ford und Fulkerson wie folgt. Sei N ein gemeinsamer
Hauptnenner aller auftretenden rationalen Werte β(r), l(r), c(r) (r ∈ R).
Dann folgt für jedes ε, welches in Schritt 5 bestimmt wird, daß ε ≥ 1/N.
Somit terminiert der Algorithmus nach maximal N ·(β∗(r0)−β(r0)) Ite-
rationen. Wie oben folgt dann, daß die Strömung β ′ bei Abbruch eine
maximale Strömung ist.

Somit haben wir folgenden Satz gezeigt:

Satz 8.20 Ist G wie in Definition 8.10 mit ganzzahligen (rationalen) Ka-
pazitäten l und c und β eine zulässige ganzzahlige (rationale) Strö-
mung in G, so bestimmt der Algorithmus von Ford und Fulkerson eine
maximale Strömung. ✷

Der Algorithmus von Ford und Fulkerson kann im Fall von reel-
len Kapazitäten (bei ungeschickter Wahl der strömungsvergrößernden
Ketten) versagen. Ford und Fulkerson haben ein Beispiel angegeben,
bei dem das Verfahren nicht nur nicht abbricht, sondern auch gegen ei-
ne Strömung β ′ konvergiert, deren Strömungswert β ′(r0) nur ein Vier-
tel des maximalen Strömungswertes beträgt. In der Praxis spielen reel-
le Kapazitäten natürlich keine Rolle, da man im Computer sowieso nur
rationale Zahlen darstellen kann.

Effizienz des Algorithmus von Ford und Fulkerson

Wir haben bereits argumentiert, daß der Algorithmus von Ford und
Fulkerson maximal β∗(r0)−β(r0) ≤ β∗(r0)− l(r0) Iterationen benötigt,
in denen jeweils eine strömungsvergrößernde Kette bestimmt wird.
Abbildung 8.2 zeigt einen Graphen G = (V, R) mit Kapazitäten c(r)
(r ∈ R) und l ≡ 0, bei dem der Algorithmus tatsächlich M = β∗(r0) Ite-
rationen benötigt, wenn er mit der Nullströmung β ≡ 0 startet und als
strömungsvergrößernde Ketten jeweils abwechselnd (+r1,+r2,+r5)
und (+r4,−r2,+r3) gewählt werden.

Wir werden weiter unten zeigen, daß man eine strömungsvergrö-
ßernde Kette in O(m) Zeit bestimmen kann. Damit ergibt sich eine
Laufzeit des Algorithmus von Ford und Fulkerson von O(m · β∗(r0)).
Diese Laufzeit ist nicht polynomial2 und auch nur für kleine Werte
β∗(r0) tragbar.

Wir werden aber zeigen , daß man den Algorithmus von Ford und
Fulkerson derart modifizieren kann (Algorithmus von Edmonds und
Karp), daß er nur O(nm) Iterationen benötigt, so daß wir mit O(nm2)
eine polynomiale Gesamtkomplexität erhalten.

2Wir nehmen an, daß die Daten wie üblich binär codiert werden.
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t

r0

c(r5) = M

c(r3) = M

c(r2) = 1

c(r1) = M

s

c(r4) = M
Abbildung 8.2:
Der Algorithmus von Ford
und Fulkerson benötigt
Θ(β∗(r0)) Iterationen.

Bestimmung strömungsvergrößernder Ketten

Definition 8.21 (Inkrementgraph)
Sei G wie in Definition 8.10 und β eine zulässige Strömung in G. Dann
definieren wir den Inkrementgraphen Gβ = (V, Rβ, α,ω) bezüglich β

wie folgt:

Rβ :={ +r : r ∈ R \ {r0} ∧ β(r) < c(r) }

∪ { −r : r ∈ R \ {r0} ∧ β(r) > l(r) },

wobei wir wie bei den Ketten α(+r) := α(r) und ω(+r) := ω(r) sowie
α(−r) := ω(r) und ω(−r) := α(r) setzen.

Abbildung 8.3 zeigt ein Beispiel für einen Inkrementgraphen Gβ.

tst

r0

s

12/16 12/12

13/20

0/5

3/5 4/6 Abbildung 8.3:
Ein Graph G mit Flußwer-
ten β(r) und Kapazitä-
ten c(r) (l ≡ 0), sowie der
zugehörige Inkrementgraph
Gβ .

Offenbar entspricht jeder elementare Weg in Gβ von s nach t einer
strömungsvergrößernden Kette in G. Zur Bestimmung strömungsver-
größernder Ketten können wir daher die kürzeste Wege Algorithmen
aus Kapitel 7 benutzen.

Der Graph Gβ ist aus G und β in O(n + m) Zeit berechenbar. Mit
Hilfe der Breitensuche (siehe Aufgabe 7.5) können wir daher eine kür-
zeste3 strömungsvergrößernde Kette von s nach t in O(n + m) Zeit be-
rechnen oder feststellen, daß keine solche Kette existiert.

Bestimmung einer zulässigen Ausgangsströmung

Im Algorithmus 8.1 haben wir die Kenntnis einer zulässigen Ausgangs-
strömung β vorausgesetzt. Im Fall l ≡ 0 können wir einfach mit der
Nullströmung β ≡ 0 starten.

3d.h. mit minimaler Pfeilanzahl
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Der Algorithmus bricht dann nach maximal β∗(r0) Iterationen mit
einer maximalen Strömung ab. Wir werden im folgenden zeigen, daß
wir das Problem, eine zulässige Strömung im allgemeinen Fall l �≡ 0 zu
finden, mit Hilfe eines „Bootstrapping-Verfahrens“ auf den Fall l ≡ 0

zurückführen können.

Sei G wie in Definition 8.10. Wir konstruieren einen Obergraphen G ′ =
(V ′, R ′, α ′,ω ′) von G in folgender Weise:

t ′s ′

V

V ′ := V ∪ {t ′, s ′}
R ′ := R ∪ {(t ′, s ′)} ∪ { (s ′, v) : v ∈ V } ∪ { (v, t ′) : v ∈ V }

Wir setzen l ′(r ′) := 0 für alle r ′ ∈ R ′ und definieren obere Kapazitäts-
schranken c ′ wie folgt:

c ′(r) := c(r) − l(r) für alle r ∈ R

c ′(s ′, v) :=
∑

r:ω(r)=v

l(r) für alle v ∈ V („Mindestzufluß zu v“)

c ′(v, t ′) :=
∑

r:α(r)=v

l(r) für alle v ∈ V („Mindestabfluß von v“)

c ′(t ′, s ′) := M :=
∑
v∈V

∑
r:ω(r)=v

l(r) =
∑
r∈R

l(r)

Lemma 8.22 Sei β eine bezüglich l und c zulässige Strömung in G.
Dann ist β ′ mit

β ′|R = β − l (8.15)
β ′|R ′\R = c ′

R ′\R, (8.16)

eine bezüglich l ′ ≡ 0 und c ′ zulässige Strömung in G ′.

Ist umgekehrt β ′ eine zulässige Strömung in G ′ mit den Eigenschaf-
ten (8.15) und (8.16), so ist β := β ′|R + l eine zulässige Strömung in G.

Beweis: Sei v ∈ V . Dann gilt für jede Funktion β ′, welche (8.15) und (8.16)
erfüllt:

(β ′)+(v) = β ′(v, t ′) +
∑
r∈R

α(r)=v

β ′(r)

= c ′(v, t ′) +
∑
r∈R

α(r)=v

(β(r) − l(r))

=
∑
r∈R

α(r)=v

l(r) +
∑
r∈R

α(r)=v

(β(r) − l(r))

= β+(v)
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Ferner gilt:

(β ′)−(v) = β ′(s ′, v) +
∑
r∈R

ω(r)=v

β ′(r)

= c ′(s ′, v) +
∑
r∈R

ω(r)=v

β ′(r)

=
∑
r∈R

ω(r)=v

l(r) +
∑
r∈R

ω(r)=v

(β(r) − l(r))

= β−(v)

Ist β eine zulässige Strömung in G, so folgt aus β+(v) = β−(v), daß
(β ′)+(v) = (β ′)−(v) für alle v ∈ V . Ferner ergibt sich

(β ′)+(s ′) =
∑
v∈V

β ′(s ′, v) =
∑
v∈V

∑
r∈R

ω(r)=v

l(r) = β ′(t ′, s ′) = (β ′)−(s ′)

und

(β ′)+(t ′) = β ′(t ′, s ′) =
∑
v∈V

∑
r∈R

ω(r)=v

l(r) =
∑
v∈V

∑
r∈R

α(r)=v

l(r)

=
∑
v∈V

β ′(v, t ′) = (β ′)−(t ′)

Somit ist β ′ als Strömung nachgewiesen. Wir betrachten nun die Zu-
lässigkeit von β ′ bezüglich der Kapazitätsschranken l ′ ≡ 0 und c ′.

Aus l ≤ β ≤ c folgt 0 ≤ β − l = β ′|R ≤ c ′|R. Da β ′|R ′\R = c ′
R ′\R,

muß β ′ eine zulässige Strömung in G ′ sein.
Sei nun umgekehrt β ′ eine zulässige Strömung in G ′ mit den Eigen-

schaften (8.15) und (8.16). Dann folgt nach den obigen Rechnungen für
v ∈ V :

β+(v) = (β ′)+(v)
β ′ Strömung

= (β ′)−(v) = β−(v).

Ergo ist β eine Strömung in G. Aus 0 ≤ β ′(r) ≤ c ′(r) = c(r) − l(r) für
alle r ∈ R, folgt dann auch l(r) ≤ β(r) ≤ c(r) für alle r ∈ R, also die
Zulässigkeit von β bezüglich l und c. ✷

Korollar 8.23 Sei G wie in Voraussetzung 8.7. Dann gibt es in G genau
dann eine bezüglich l und c zulässige Strömung β, wenn im Obergra-
phen G ′ eine Strömung β ′ mit maximalem Strömungswert β ′(t ′, s ′) die
Gleichung β ′(t ′, s ′) =

∑
r∈R l(r) erfüllt.

Beweis: Ist β eine zulässige Strömung, so ist β ′ wie in Lemma 8.22 eine
Strömung in G ′ mit den gewünschten Eigenschaften.

Ist umgekehrt β ′ eine Strömung in G ′ mit β ′(t ′, s ′) =
∑

r∈R l(r), so
folgt β ′|R ′\R = c ′|R ′\R. Nach Lemma 8.22 ist dann β := β ′|R + l eine
bezüglich l und c zulässige Strömung in G. ✷

Die Ergebnisse von Korollar 8.23 ermöglichen uns den in Algorith-
mus 8.2 gezeigten „Bootstrapping-Ansatz“ zur Bestimmung einer ma-
ximalen Strömung im Fall, daß l �≡ 0.
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Algorithmus 8.2 Algorithmus zur Gewinnung einer zulässigen Aus-
gangsströmung und einer maximalen Strömung für den Fall l �≡ 0.

Input: Ein gerichteter schwach zsh. Graph G = (V, R, α,ω);
Kapazitätschranken 0 ≤ l(r) ≤ c(r) (r ∈ R), ein
ausgezeichneter Pfeil r0 ∈ R

1 M←∑r∈R l(r)
2 Konstruiere aus G den Obergraphen G ′ mit ausgezeichnetem Pfeil

r ′0 = (t ′, s ′) und Kapazitätsschranken l ′ ≡ 0, c ′.
3 Bestimme ausgehend von der Nullströmung β ′ (etwa mit Hilfe

von Algorithmus 8.1) eine Strömung β ′ in G ′ mit maximalem Strö-
mungswert β ′(t ′, s ′).

4 if β ′(t ′, s ′) < M then
5 return „Es gibt keine zulässige Strömung in G.“
6 else
7 β := β ′|R + l

8 Bestimme ausgehend von der zulässigen Strömung β eine maxi-
male Strömung in G.

9 end if

Die Korrektheit der Vorgehensweise ergibt sich unmittelbar aus Ko-
rollar 8.23 und der Korrektheit des Algorithmus von Ford und Fulker-
son (für ganzzahlige bzw. rationale Daten). Als Nebenprodukt erhalten
wir auch eine Verallgemeinerung des Ganzzahligkeitssatzes (Satz 8.19),
bei dem wir nicht mehr l ≡ 0 fordern müssen.

Satz 8.24 (Ganzzahligkeitssatz, zweite Version) Sei G wie in Definiti-
on 8.10 und seien die Funktionen l und c ganzzahlig. Falls in G eine
zulässige Strömung existiert, dann auch eine maximale Strömung β∗,
die ganzzahlig ist. ✷

Weiterhin sind wir nun in der Lage, zu zeigen, daß die notwendige
Bedingung aus Lemma 8.9 für die Existenz einer zulässigen Strömung
tatsächlich auch hinreichend ist.

Satz 8.25 (Hoffman) Sei G wie in Voraussetzung 8.7. Eine notwendi-
ge und hinreichende Bedingung für die Existenz einer zulässigen Strö-
mung in G ist, daß

c(S, T) ≥ l(T, S)

für alle Schnitte (S, T) in G gilt.

Beweis: Sei die Bedingung erfüllt. Wir konstruieren aus G den Ober-
graphen G ′ wie im Bootstrapping-Ansatz. Wir werden zeigen, daß un-
ter der Voraussetzung des Satzes eine maximale Strömung β ′ in G ′ mit

β ′(t ′, s ′) =
∑
v∈V

∑
r∈R

ω(r)=v

l(r) =: M

existiert, d.h. welche die Eigenschaften (8.15) und (8.16) besitzt. Nach
Lemma 8.22 folgt damit dann die Existenz einer zulässigen Strömung
in G.
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Dazu genügt es nach dem Max-Flow-Min-Cut-Theorem zu zeigen,
daß

c ′(S ′, T ′) ≥ M

für jeden Schnitt (S ′, T ′) in G ′ mit (t ′, s ′) ∈ σ−(S ′, T ′) gilt. Sei (S ′, T ′)
ein solcher Schnitt. Wir setzen S := S ′ \{s ′}, T := T ′ \{t ′}. Dann ist (S, T)
ein Schnitt in G.

Die Kapazität des Schnittes (S ′, T ′) berechnet sich wie folgt:

t ′s ′

S
T

c ′(S ′, T ′) = (c − l)(S, T) +
∑
v∈S

c ′(v, t ′) +
∑
v∈T

c ′(s ′, v)

= c(S, T) − l(S, T) +
∑
v∈S

∑
r∈R

α(r)=v

l(r) +
∑
v∈T

∑
r∈R

ω(r)=v

l(r)

= c(S, T) −
∑
r∈R

α(r)∈S
ω(r)∈T

l(r) +
∑
r∈R

α(r)∈S
ω(r)∈T

l(r) +
∑
r∈R

α(r)∈S
ω(r)∈S

l(r) +
∑
r∈R

α(r)∈S
ω(r)∈T

l(r) +
∑
r∈R

α(r)∈T
ω(r)∈T

l(r)

= c(S, T) +
∑
r∈R

α(r)∈S
ω(r)∈S

l(r) +
∑
r∈R

α(r)∈S
ω(r)∈T

l(r) +
∑
r∈R

α(r)∈T
ω(r)∈T

l(r) +
∑
r∈R

α(r)∈T
ω(r)∈S

l(r) −
∑
r∈R

α(r)∈T
ω(r)∈S

l(r)

= c(S, T) +
∑
r∈R

l(r) − l(T, S)

= M + c(S, T) − l(T, S)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ M.

Dies beendet den Beweis. ✷

Der Algorithmus von Edmonds und Karp

Wir betrachten nun die folgende Variante des Algorithmus von Ford
und Fulkerson: Wir erhöhen in jedem Schritt die Strömung entlang
einer kürzesten strömungsvergrößernden Kette. Wie bereits bemerkt,
können wir in jeder Iteration eine solche Kette in O(n + m) Zeit fin-
den. Den entstehenden Algorithmus nennen wir den Algorithmus von
Edmonds und Karp.

Lemma 8.26 Für eine Strömung β bezeichne δβ(s, v) den Abstand von s

nach v in Gβ. Für jedes v ∈ V \ {s, t} ist dann δβ(s, v) während des Al-
gorithmus von Edmonds und Karp monoton wachsend.

Beweis: Wir nehmen an, daß für eine Ecke v ∈ V \ {s, t} der Abstand
δβ(s, v) bei einer Flußerhöhung abnimmt, und führen diese Annahme
zum Widerspruch.

Sei β der Fluß vor der Erhöhung und β ′ der Fluß unmittelbar nach-
her. Unsere Widerspruchsannahme besagt dann, daß

δβ ′(s, v) < δβ(s, v). (8.17)

O.B.d.A. sei v bereits so gewählt, daß δβ ′(s, v) minimal ist unter allen
Ecken v, welche (8.17) erfüllen, d.h

δβ ′(s, u) < δβ ′(s, v)⇒ δβ(s, u) ≤ δβ ′(s, u). (8.18)
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Sei w = (δ1r1, . . . , δkrk, δr) ein kürzester Weg von s nach v in Gβ ′ mit
Spur s(w) = [s, . . . , u, v], wobei δi, δ ∈ {+,−}. Da wir als Gewichts-
funktion auf den Pfeilen die Funktion betrachten, die allen Pfeilen den
Wert 1 zuweist, ist w elementar. Es gilt α(δr) = u und ω(δr) = v.u v

δr

Wir haben δβ ′(s, u) = δβ ′(s, v) − 1 und folglich nach (8.18)

δβ(s, u) ≤ δβ ′(s, u). (8.19)

1. Fall: δr ∈ Gβ.
Dann ist δr ∈ Gβ mit α(δr) = u und ω(δr) = v. Nach Lemma 7.5

gilt dann:

Gβ ′

u v

δr

δβ(s, v) ≤ δβ(s, u) + 1 ≤ δβ ′(s, u) + 1 = δβ ′(s, v)

im Widerspruch zu (8.17).
2. Fall: δr /∈ Gβ.
Wir wissen, daß δr ∈ Gβ ′ . Also muß wegen δr /∈ Gβ dann −δr ∈ Gβ

gewesen sein und die letzte strömungsvergrößernde Kette κ muß −δr

benutzt haben. Der entsprechende Weg wκ in Gβ besitzt also die Form
wκ = (δ ′

1r
′
1, . . . ,−δr, δ ′

pr
′
p). Er ist nach unserer Wahl ein kürzester Weg

von s nach t in Gβ. Abbildung 8.4 veranschaulicht die Situation.

Gβ

längs κ

Erhöhung

Gβ ′ δr

u v−δr

s wκ
t

u v
Abbildung 8.4:
Der Weg wκ in Gβ benutzt
den Pfeil −δr ∈ Gβ . Durch
Erhöhen der Strömung längs
κ wird −δr durch δr ersetzt.

Da α(−δr) = v und ω(−δr) = u ist, folgt nach Lemma 7.5, daß

δβ(s, v) = δβ(s, u) − 1 ≤ δβ ′(s, u) − 1 = δβ ′(s, v) − 2 < δβ ′(s, v).

Dies ist ein Widerspruch. ✷

Satz 8.27 Sei G wie in Definition 8.10 mit ganzzahligen, rationalen oder
reellen4 Kapazitäten. Der Algorithmus von Edmonds und Karp termi-
niert ausgehend von einer zulässigen Strömung nach O(nm) Iteratio-
nen mit einer maximalen Strömung. Die Gesamtkomplexität des Algo-
rithmus ist O(nm2).

Beweis: Bei jeder Änderung der Strömung wird die Strömung auf ei-
nem Pfeil r entweder auf c(r) erhöht oder auf l(r) erniedrigt. Wir nen-
nen einen Pfeil δr in einem Inkrementgraphen Gβ kritisch, wenn δr auf
der strömungsvergrößernden Kette κ liegt und seine Residualkapazität
gleich der von κ ist. Nach der Erhöhung längs κ verschwindet δr aus
dem Inkrementgraphen und wird durch −δr ersetzt. In jeder Iteration
ist mindestens ein Pfeil des Inkrementgraphen kritisch.

Sei δr ∈ R mit α(δr) = u und ω(δr) = v. Wir schätzen nun ab, wie
oft δr in einer Iteration kritisch sein kann.

4Im Fall von reellen Kapazitäten nehmen wir an, daß wir arithmetische Operationen
auf reellen Zahlen ebenfalls in konstanter Zeit ausführen können
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Da wir die Strömung immer entlang kürzester Wege in Gβ erhöhen,
gilt, wenn δr das erste Mal kritisch ist, nach Lemma 7.5

δβ(s, v) = δβ(s, u) + 1.

δr

vs u t

Der Pfeil δr liegt auf einem
kürzestem Weg von s nach t

in Gβ .
Danach verschwindet δr aus dem Inkrementgraphen, während −δr

erscheint. Wir betrachten nun den Fluß β ′, nach dessen Erhöhung längs
einer strömungsvergrößernden Kette κ ′ wieder δr im Inkrementgra-
phen erscheint. Die Kette κ ′ muß −δr benutzen und, da wir immer
entlang kürzester Ketten erhöhen, folgt mit Lemma 7.5 daher

δβ ′(s, u) = δβ ′(s, v) + 1.

Nach Lemma 8.26 gilt δβ(s, v) ≤ δβ ′(s, v) und somit

δβ ′(s, u) = δβ ′(s, v) + 1 ≥ δβ(s, v) + 1 = δβ(s, u) + 2.

Zwischen zwei Zeitpunkten, zu denen δr kritisch wird, erhöht sich so-
mit der Abstand von s zu u im Inkrementgraphen um mindestens 2.
Am Anfang ist dieser Abstand mindestens 1. Er kann jedoch niemals
mehr als n − 1 betragen. Also ist δr höchstens O(n) mal kritisch. Da
wir O(m) Pfeile im Inkrementgraphen haben, von denen jede höch-
stens O(n) mal kritisch werden kann, erfolgen also höchstens O(nm)
Iterationen.

Der Abbruch des Algorithmus kann nur dann erfolgen, wenn für
die aktuelle Strömung β entweder keine strömungsvergrößernde Kette
existiert oder β(r0) = c(r0) gilt. Nach Lemma 8.17 ist dann β eine ma-
ximale Strömung. Folglich terminiert der Algorithmus von Edmonds
und Karp nach O(nm) Iterationen mit einer maximalen Strömung.

Wir haben bereits festgestellt, daß wir in jeder Iteration eine kür-
zeste strömungsvergrößernde Kette in O(n + m) Zeit durch Breitensu-
che finden können. Somit ist die Gesamtkomplexität des Algorithmus
O(nm2). ✷

8.5 Kombinatorische Anwendungen

Der Heiratssatz
Definition 8.28 (Bipartiter Graph)
Ein gerichteter Graph G = (V, R, α,ω) heißt bipartit, wenn es eine Par-
tition V = A ∪ B, A ∩ B = ∅ der Eckenmenge V gibt, so daß für jeden
Pfeil r ∈ R gilt:

(α(r) ∈ A ∧ ω(r) ∈ B) ∨ (ω(r) ∈ A ∧ α(r) ∈ B)

Analog bezeichet man einen ungerichteten Graphen G = (V, E, γ) als
bipartit, wenn es eine Partition V = A ∪ B, A ∩ B = ∅ gibt, so daß für
e ∈ E gilt: γ(e) = {a, b}, wobei a ∈ A und b ∈ B.

A B

Gegeben sei eine Menge von Herren H = {h1, . . . , hn} und eine
Menge D = {d1, . . . , dn} von Damen (H ∩ D = ∅). Ferner sei ein bi-
partiter „Sympatiegraph“ G = (H ∪ D,R) gegeben, wobei (hi, dj) ∈ R

bedeutet, daß die Dame dj dem Herren hi gefällt. Die Frage ist nun, ob
es eine Paarung der Damen und Herren gibt, so daß jeder Herr genau
eine Dame heiraten kann, die ihm auch gefällt.

hn

hi

h1

dj

dn

d1
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Definition 8.29
Ein Matching in einem Graphen G = (V, R, α,ω) ist eine Teilmenge
M ⊆ R der Pfeilmenge, so daß keine zwei Pfeile r, r ′ ∈ M mit r �= r ′

inzident sind.
Ein Matching M heißt perfekt, wenn jede Ecke v ∈ V mit einem

Pfeil r ∈ M inzidiert.

Wir können das Heiratsproblem somit als das Problem formulieren
zu bestimmen, ob ein bipartiter Graph ein perfektes Matching besitzt.
Dies ist in unserem Fall ein Matching M mit |M| = n.

Satz 8.30 (Heiratssatz, Hall 1935) Das Heiratsproblem ist genau dann
lösbar, wenn

|V(D ′)| ≥ |D ′| für alle D ′ ⊆ D, (8.20)

wobei

V(D ′) := {h ∈ H : (h, d) ∈ R für ein d ∈ D ′ }.

Beweis: Offenbar ist die Bedingung in (8.20) notwendig. Wir zeigen
nun die Umkehrung.

Wir erweitern den Sympatiegraphen in folgender Weise. Sei G ′ =
(V ′, R ′) mit

V ′ := V ∪ {s, t}

R ′ := R ∪ {r0 := (t, s)} ∪ { (s, h) : h ∈ H } ∪ { (d, t) : d ∈ D }.

Wir definieren Kapazitäten l ′ ≡ 0 sowie c ′(r) = 1 für alle r �= r0 sowie
c ′(r0) = n. Abbildung 8.5 veranschaulicht die Konstruktion.

d1

dnhn

h1

s t

c(r0) = n

1
1 1

1

1

11
1 1

1

1
1

Abbildung 8.5:
Konstruktion eines Fluß-
netzwerkes für das Heirats-
problem.

Jede ganzzahlige zulässige Strömung β in G ′ induziert ein Mat-
ching Mβ in G durch

Mβ := { r ∈ R : β(r) = 1 }.
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mit |Mβ| = β(r0). Umgekehrt induziert jedes Matching M in G eine
zulässige ganzzahlige Strömung βM in G ′ mit βM(r0) = |M| durch

βM(r ′) =




1 falls r ′ ∈ M

1 falls r ′ = (s, h) oder r ′ = (d, t) und (h, d) ∈ M

|M| falls r ′ = r0

0 sonst.

Wir betrachten nun das Maximalströmungsproblem, eine in G ′ zuläs-
sige Strömung β∗ mit maximalem Strömungswert β∗(r0) zu finden.
Nach Satz 8.19 existiert eine maximale ganzzahlige Strömung. Daher
ist das Heiratsproblem genau dann lösbar, wenn in G ′ eine maximale
Strömung β∗ mit β∗(r0) = n = c(r0) existiert. Nach dem Max-Flow-
Min-Cut Theorem ist dies wiederum genau dann der Fall, wenn für
jeden Schnitt (S, T) in G ′ mit r0 ∈ σ−(S, T) gilt: c(S, T) ≥ n.

DS

HT

V(DT ) ∩HS

s t

c(r0) = n

S T

DT

Abbildung 8.6:
Ein Schnitt (S, T ) im Gra-
phen G ′ mit r0 ∈ σ−(S, T ).

Sei nun (S, T) ein solcher Schnitt, d.h. s ∈ S und t ∈ T . Wir definie-
ren

HS := H ∩ S HT := H ∩ T

DS := D ∩ S DT := D ∩ T

Damit läßt sich c(S, T) wie folgt nach unten abschätzen:

c(S, T) :=
∑

r∈σ+(S,T)

c(r)

≥ |HT | + |DS| + |V(DT ) ∩HS|

≥ |V(DT ) ∩HT | + |V(DT ) ∩HS| + |DS|

= |V(DT )| + |DS|

(8.20)
≥ |DT | + |DS| = |D| = n.

Dies beendet den Beweis. ✷
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Weitere Anwendungen

Wir nennen im folgenden noch ohne Beweis weitere wichtige Sätze der
Graphentheorie, die sich mit Hilfe des Max-Flow-Min-Cut-Theorems
beweisen lassen.

Satz 8.31 (Menger, 1927) Sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher gerichteter
Graph und s, t ∈ V nichtadjazente Ecken von G. Dann ist die Maximal-
zahl eckendisjunkter Wege von s nach t gleich der minimalen Mächtig-
keit einer s und t trennenden Eckenmenge. ✷

Definition 8.32 (Eckenüberdeckung)
Sei G ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit Eckenmenge V .
Eine Teilmenge C ⊆ V heißt Eckenüberdeckung (vertex cover) in G,
wenn jeder Pfeil (jede Kante) in G mit mindestens einer Ecke aus C

inzidiert.

Satz 8.33 (König, Egerváry 1931) Sei G ein endlicher bipartiter Graph.
Dann ist die maximale Mächtigkeit eines Matchings in G gleich der mi-
nimalen Mächtigkeit einer Eckenüberdeckung in G. ✷

8.6 Kostenminimale Strömungen

In diesem Abschnitt wenden wir uns Strömungen zu, bei denen Kosten
ins Spiel kommen. Besonders wichtig ist dabei die Suche nach einer
kostenminimalen Strömung. Am Ende stehen einige Anwendungen,
die mit Hilfe von kostenminimalen Strömungen gelöst werden können.

Definition 8.34 (Strömungskosten) Sei G = (V, R, α,ω) ein endlicher
Graph, β : R → R+

0 eine (nicht notwendig zulässige) Strömung auf G,
und k : R→ R+

0 eine Pfeilbewertung, die sogenannte Kostenfunktion.
Dann sind durch

k(β) :=
∑
r∈R

k(r) · β(r)

die Kosten der Strömung β gegeben.

Haben wir einen Graphen mit einem ausgezeichneten Pfeil r0, und
geben auf r0 einen Strömungswert F vor, so gibt es im allgemeinen meh-
rere Strömungen β mit β(r0) = F, die also den Strömungswert F auf r0
realisieren. Wir untersuchen nun das Problem, unter allen zulässigen
Strömungen β mit β(r0) = F eine Strömung β∗ mit geringsten Strö-
mungskosten k(β∗) zu finden.

Der Einfachheit halber setzen wir im folgenden voraus, daß die un-
teren Kapazitätsschranken l ≡ 0 erfüllen. Für den allgemeinen Fall
l �= 0 wird die Darstellung komplizierter, der gezeigte Rechengang ist
jedoch prinzipiell derselbe. Weiter wollen wir annehmen, daß zum aus-
gezeichneten Pfeil r0 = (t, s) kein paralleler oder inverser Pfeil existiert.
Dies wird erreicht, indem ein solcher paralleler oder inverser Pfeil er-
setzt wird durch zwei hintereinanderhängende Pfeile, die über eine neu
eingeführt Ecke laufen. Die Kapazitäten der neuen Pfeile entsprechen
denen des ersetzten, und die Kosten werden so gewählt, daß die Ko-
stensumme der neuen Pfeile gleich den Kosten des ersetzten Pfeiles ist.
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Definition 8.35 (Inkrementgraph, assoziierte Strömung) Sei G = (V, R)
ein einfacher Graph, r0 = (t, s) ∈ R ein ausgezeichneter Pfeil, weiter
c : R → R+

0 obere Kapazitätsfunktion, k : R → R eine Kostenfunktion,
β : R→ R+

0 eine zulässige Strömung in G.
Für jedes r ∈ R sei r+ ein Pfeil mit α(r+) = α(r) und ω(r+) = ω(r);

r− sei ein zu r+ inverser Pfeil. Setze die Kapazitäten cβ(r+) := c(r) −
β(r) und cβ(r−) := β(r). Der Inkrementgraph Gβ = (V, Rβ, α,ω) ist
dann durch

Rβ := { r+ | r ∈ R \ {r0} ∧ cβ(r+) > 0 }

∪ { r− | r ∈ R \ {r0} ∧ cβ(r−) > 0 }

definiert, wobei die Kosten kβ(r+) = k(r) und kβ(r−) := −k(r) gewählt
werden.

Sei γ eine zweite zulässige Strömung in G. Die zu γ assoziierte
Strömung γβ im Inkrementgraphen Gβ ist dann definiert durch

γβ(r+) := γ(r) − β(r)

und γβ(r−) := 0, falls γ(r) − β(r) ≥ 0

γβ(r+) := 0

und γβ(r−) := β(r) − γ(r), falls γ(r) − β(r) < 0

Zwischen einem Graphen mit zulässiger Strömung und dem ent-
sprechenden Inkrementgraphen besteht ein wichtiger Zusammenhang.
Wo der Ausgangsgraph Änderungen an der Strömung nach oben oder
nach unten zuläßt, finden sich im Inkrementgraphen Pfeile entspre-
chender Kapazität. In diesem Sinn wird die Dynamik des Ausgangs-
graphen mit vorhandener Strömung abgebildet auf den statischen Fall
des Inkrementgraphen.

r

c(r) = 4

k(r) = 7

β(r) = 3

r+

r−

cβ(r+) = 1

kβ(r+) = +7

cβ(r−) = 3

kβ(r−) = −7

Ausgangsgraph mit Strö-
mung (oben) und dazu-
gehöriges Pfeilpaar des
Inkrementgraphen (unten)

Lemma 8.36 Sei G = (V, R) einfacher Graph mit oberen Kapazitäten c.
Sei β eine zulässige Strömung in G. Dann gilt: γ ist genau dann eine
zulässige Strömung in G, wenn γβ zulässig in Gβ ist.

Beweis: Übung 8.2a. ✷

Lemma 8.37 Sei G = (V, R) einfacher Graph mit oberen Kapazitäten c

und Strömungskosten k, β eine zulässige Strömung in G, Gβ der In-
krementgraph mit Strömungskosten kβ. Dann gilt kβγβ = kγ − kβ,
d. h.

kβ(r+) · γβ(r+) + kβ(r−) · γβ(r−) = k(r) · γ(r) − k(r) · β(r) .

Beweis: Übung 8.2b. ✷

Diesem Lemma kann man entnehmen, daß die Kosten einer Strö-
mung γβ im Inkrementgraphen identisch sind mit der Änderung der
Kosten, die im Ausgangsgraphen beim Übergang von der Strömung β

zu γ auftritt.

Satz 8.38 (Kriterium für kostenminimale Strömungen) Sei G = (V, R)
einfacher Graph mit oberen Kapazitäten c und Strömungskosten k, r0
ein ausgezeichneter Pfeil, F ≥ 0 ein vorgegebener Strömungswert, β

eine zulässige Strömung mit β(r0) = F.
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Dann gilt: β ist genau dann kostenminimal, wenn der Inkrement-
graph Gβ keinen Kreis negativer Länge bezüglich der Kostenfunktion
kβ aufweist.

Beweis: Der Beweis des Satzes erfolgt in Übung 8.2c. ✷

Mit Satz 8.38 ergibt sich eine einfache Möglichkeit, eine kostenmi-
nimale Strömung zu ermitteln. Der Algorithmus von Klein (vgl. Al-
gorithmus 8.3) startet mit einer zulässigen Strömung, die den Wert F

auf r0 realisiert. Dann werden (durch Addition von Kreisströmungen
mit negativen Kosten) die Strömungskosten solange erniedrigt, bis im
Inkrementgraphen kein Kreis negativer Länge mehr exisiert. Die dann
aktuelle Strömung ist kostenminimal, also ist der Algorithmus korrekt.

Das Verfahren terminiert: In jeder Iteration wird im Inkrementgra-
phen mindestens ein Pfeil negativer Kosten gesättigt. Dieser Pfeil wird
somit aus dem Inkrementgraphen entfernt. Da keine Pfeile negativer
Kosten neu entstehen, kann es höchstens O(|R|) viele Iterationen geben.

In Algorithmus 8.3 ist nicht näher spezifiziert, auf welche Weise
Ausgangsströmung und negative Kreise gefunden werden sollen. Da-
zu werden in [AMO93] verschiedene Verfahren vorgestellt und hin-
sichtlich ihrer Laufzeit verglichen.

Algorithmus 8.3 Algorithmus von Klein zur Bestimmung einer kosten-
minimalen Strömung.

Input: Ein gerichteter einfacher Graph G = (V, R);
Kapazitätsschranken c(r) ≥ 0 und
Strömungskosten k(r) (r ∈ R),
ein ausgezeichneter Pfeil r0 ∈ R;
ein Strömungswert F mit 0 ≤ F ≤ c(r0)

1 wähle zulässige Strömung β in G mit β(r0) = F

Abbruch, falls keine solche Strömung existiert
2 loop
3 bestimme Inkrementgraph Gβ mit Kostenfunktion kβ
4 ermittle einen Kreis z negativer kβ-Länge in Gβ

verlasse die Schleife, falls kein solcher Kreis existiert
5 setze ε := minr∈z cβ(r)

sei β(ε) die Kreisströmung entlang z

6 setze β← β + β(ε)

7 end loop
Output: β ist kostenminimale Strömung mit β(r0) = F

Anwendungen

Im folgenden wird erläutert, wie sich ein Transportproblem mit Hilfe
einer kostenminimalen Strömung in einem kapazitierten Graphen lö-
sen läßt.

Wir betrachten ein Gut, das an m Produktionsstätten Q1, . . . , Qm

hergestellt und an n Orten/Regionen S1, . . . , Sn nachgefragt wird. Die
Produktionskapazität der Stätte Qi ist gegeben durch ai (Einheit Men-
ge/Zeit), der Preis für die Herstellung beträgt pi (Einheit Kosten/Menge),
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die geforderte Nachfrage in einer Region Sj beträgt bj (Einheit Men-
ge/Zeit). Weiter ist ein Transportnetz, etwa ein Straßennetz, in Form
eines gerichteten Graphen gegeben, auf dessen Pfeilen die Werte c die
maximale Transportkapazität (Einheit Menge/Zeit), und die Werte k

die Transportkosten auf dem betreffenden Straßenstück angeben. Pro-
duktions- und Nachfrageorte finden sich als Ecken in dem Graphen
wieder.

Wir führen nun als neue Ecken eine Superquelle Q und eine Su-
persenke S in den Transportgraphen ein. Für jede Produktionsstät-
te Qi wird ein Pfeil (Q,Qi) der Kapazität ai und der Kosten pi hin-
zugefügt. Jede Nachfrageregion Sj wird mit einem Pfeil (Sj, S) der un-
teren Kapazität l = bj mit der Supersenke verbunden. Ein weiterer
Pfeil r0 = (S,Q) verbindet Senke mit Quelle, seine obere Kapazität sei
genügend groß gewählt, etwa c(r0) =

∑
i ai.

Eine zulässige Strömung korrespondiert dann mit einem Transport-
plan, der die Nachfrage befriedigt, ohne Produktionsstätten und Trans-
portwege zu überlasten. Die Kosten der Strömung geben dabei die
Produktions- und Transportkosten des Planes an. Offenbar besteht
die optimale Lösung des Transportproblemes in einer kostenminimalen
Strömung.

S1

S2

Q1

Q2

Q3

Q

S
Abbildung 8.7:
Beispiel für ein Transport-
problem

Das Modell ist noch erweiterbar. So läßt sich etwa ein Lager mo-
dellieren durch zwei Ecken lein und laus (Einfahrt und Ausfahrt), die
durch einen Pfeil (lein, laus) verbunden sind. Kapazität und Kosten auf
dem Pfeil spiegeln dabei Lagerkapazität und Lagerkosten (Einheit Ko-
sten/Menge) wieder.

Übungsaufgaben

Aufgabe 8.1 – Zerlegung von Strömungen

Sei G = (V, R, α,ω) ein Graph, c : R→ R+
0 obere Kapazitätsfunktion. Es

sei β : R→ R+
0 eine beliebige zulässige Strömung.

Zeigen Sie: Es gibt eine Zerlegung β = β1 + · · · + βk mit k ≤ |R|, so
daß jedes βi eine zulässige Strömung entlang eines Kreises in G ist.

Hinweis: Eine solche Zerlegung kann konstruktiv gefunden wer-
den.
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Aufgabe 8.2 – Kostenminimale Strömung

Sei G = (V, R) ein einfacher Graph, r0 = (t, s) ∈ R ein ausgezeichneter
Pfeil, c : R → R+

0 obere Kapazitätsfunktion, k : R → R eine Kostenfunk-
tion. Es sei β : R → R+

0 eine zulässige Strömung in G. Mit Gβ sei der
Inkrementgraph bezeichnet.

Sei γ eine zweite Strömung in G, und sei γβ die assoziierte Strö-
mung im Inkrementgraphen.

a. Zeigen Sie: γ ist genau dann zulässige Strömung in G, wenn γβ
zulässige Strömung in Gβ ist. Geben Sie an, wie eine Strömung γ

im Ausgangsgraphen G aus β und der Strömung γβ im Inkre-
mentgraphen Gβ berechnet wird.

b. Zeigen Sie die Beziehung kβγβ = kγ − kβ, d. h. genauer

kβ(r+) · γβ(r+) + kβ(r−) · γβ(r−) = k(r) · γ(r) − k(r) · β(r) .

Sei F > 0 ein vorgegebener Flußwert. Eine Strömung β heißt Strö-
mung zum Flußwert F, wenn β(r0) = F gilt.

c. Sei β eine Strömung zum Flußwert F. Zeigen Sie: β ist genau
dann kostenminimal, wenn in Gβ kein negativer Kreis bezüglich
der Kosten besteht.

Aufgabe 8.3 – Potentialdifferenz, Topologische Sortierung

Sei G = (V, R, α,ω) ein Graph. Eine Eckenbewertung π : V → R wird
auch Potential genannt. Eine Pfeilbewertung ∆ : R → R heißt Potential-
differenz, wenn es ein geeignetes Potential π gibt, so daß

∆(r) = π(ω(r)) − π(α(r)) für alle r ∈ R .

a. Sei β eine beliebige Strömung, ∆ eine beliebige Potentialdifferenz
in G. Zeigen Sie:

β · ∆ :=
∑
r∈R

β(r) · ∆(r) = 0 .

Hinweis: Nutzen Sie
∑

r∈R =
∑

v∈V
∑

r∈R : α(r)=v =
∑

v∈V
∑

r∈R : ω(r)=v .

b. Zeigen Sie, daß die folgenden Aussagen äquivalent sind.

(i) G ist kreisfrei.

(ii) Es gibt eine Potentialdifferenz ∆ in G mit ∆(r) > 0 für alle r ∈
R. (Das entsprechende Potential wird dann auch topologische
Sortierung der Eckenmenge genannt.)

(iii) Ist β Strömung in G mit β(r) ≥ 0 für alle r ∈ R, so ist β die
Nullströmung.



Kapitel 9

Planare Graphen

Gegenstand dieses Kapitels sind planare Graphen. Wir werden sehen,
daß für die Eigenschaft der Planarität die Unterscheidung in gerichtete
und ungerichtete Graphen nicht wesentlich ist. Um die Darstellung
nicht zu komplizieren, werden die Ergebnisse dieses Kapitels daher nur
für ungerichtete Graphen formuliert. Die Übertragung für gerichtete
Graphen ist ohne weiteres möglich; wo dies nicht der Fall ist, wird im
Text eigens darauf hingewiesen.

9.1 Einbettungen

Definition 9.1 (Planarer Graph) Sei G ein Graph. Dann heißt G pla-
nar, wenn seine Ecken als Punkte und seine Kanten als Linienstücke in
die (euklidische) Ebene so eingebettet werden können, daß sich zwei
Linienstücke nur in Punkten schneiden, die adjazente Ecken repräsen-
tieren.

Unter einem Linienstück wird dabei eine Abbildung ϕ : [0, 1]→ R2

verstanden, die stetig und in jedem inneren Punkt differenzierbar ist.
Oft wird hier auch zugelassen, daß die Abbildung in einer endlichen
Menge von Punkten nicht differenzierbar ist, also das Linienstück end-
lich viele „Knicke“ enthalten darf. Farý hat 1948 gezeigt, daß allgemei-

π

1

π

π

1

1

Beispiele für Linienstücke
ϕ1(t) = (t, t2),
ϕ2(t) = (πt, sin πt),
ϕ3(t) = (πt, t + sin 2πt).

ne Linienstücke überhaupt nicht erforderlich sind. Vielmehr gibt es zu
jedem planaren Graphen auch eine Einbettung, so daß alle Linienstücke
gerade Stecken darstellen.

Für einen planaren Graph gibt es in der Regel auch Einbettungen,
die nicht überschneidungsfrei sind. In der Definition wird daher nur
gefordert, daß eine überschneidungsfreie Einbettung existiert.

Abbildung 9.1:
Der K4 ist planar. Zum Be-
weis zwei überschneidungs-
freie Einbettungen. Rechts
eine nicht überschneidungs-
freie Einbettung.
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Man erkennt durch Ausprobieren, daß die vollständigen Graphen
K1 bis K4 planar sind. Da durch Weglassen von Linienstücken keine
neuen Überschneidungen erzeugt werden, ist jeder Partialgraph eines
planaren Graphen selbst wieder planar. Mit Sätzen der Mathematik
läßt sich ferner zeigen, daß bei gegebener planarer Einbettung zu je-
dem Linienstück auch endlich viele Parallele überschneidungsfrei ge-
zeichnet werden können, ebenso endlich viele Schlingen an einer Ecke.
Damit folgt:

Lemma 9.2 Alle Graphen mit |V | ≤ 4 Ecken sind planar.

Einbettungen von K1 bis
K5 . Beim K5 kann die letzte
(gestrichelte) Kante nicht
mehr überschneidungsfrei
gezeichnet werden.

Beim Versuch, eine überschneidungsfreie Einbettung des K5 zu fin-
den, stellen wir fest, daß die letzte Kante nicht mehr ohne Überschnei-
dung gezeichnet werden kann. Ein wesentliches Ergebnis der folgen-
den Überlegungen wird sein, daß dies nicht durch eine speziell gewähl-
te Einbettung behoben werden kann, sondern daß der K5 tatsächlich
nicht planar ist.

Die Linienstücke einer gegebenen planaren Einbettung bilden ge-
schlossene Kurven (die einfachen Zykeln des Graphen entsprechen)
und teilen die Zeichenebene in Regionen auf. Man nennt eine be-
schränkte Region auch ein Gebiet. Man kann zeigen, daß für einen zu-
sammenhängenden Graphen jedes Gebiet einfach zusammenhängend
ist, also kein „Loch“ enthält. Ferner ist für endliche Graphen genau
eine der Regionen unbeschränkt.

Bei gegebenem planaren Graphen ist eine Einbettung nicht eindeu-
tig festgelegt. In der Wahl, welcher der Zykel im Graphen die unbe-
schränkte Region in einer Einbettung berandet, ist man sogar frei. Um
dies einzusehen, betrachten wir eine beliebige Einbettung E1 und einen
Zykel z, der zu einer beschränkten Region in E1 gehört. Dann kann
daraus eine Einbettung E2 gewonnen werden, bei der z zu der unbe-
schränkten Region gehört.

Dazu bedienen wir uns der stereographischen Projektion: Anschaulich
wird auf die Zeichenebene (mit der planaren Einbettung) eine Kugel ge-
legt. Der Berührpunkt mit der Zeichenebene heißt Südpol, der gegen-
überliegende Punkt Nordpol. Ein Strahl vom Nordpol zu einem Punkt
der Zeichenebene trifft die Kugeloberfläche in genau einem Punkt. Da-
durch wird eine Bijektion zwischen der gesamten Zeichenebene und
der Kugeloberfläche (mit Ausnahme des Nordpols) festgelegt.

Nordpol

Die beschriebene Bijektion hat „schöne Eigenschaften“. Sie verzerrt
zwar das Urbild, aber topologische Eigenschaften (Indizenzen usw.)
bleiben erhalten. Also ist das Bild einer planaren Einbettung auf der
Kugel auch wieder eine überschneidungsfreie Einbettung. Das Bild der
unbeschränkten Region ist auf der Kugeloberfläche die beschränkte Re-
gion, die um den Nordpol liegt.

Nun werde die Kugel so gerollt, daß die zu z gehörende Region den
Nordpol enthält. Bei der Projektion von der Kugeloberfläche auf die
Zeichenebene entsteht dann die gesuchte planare Einbettung, bei der z

die unbeschränkte Region berandet. Zu beachten ist, daß die Projekti-
on für den Nordpol nicht definiert ist, d. h. die Kugel ist immer so zu
drehen, daß am Nordpol kein Punkt oder Linienstück der Einbettung
zu liegen kommt.
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9.2 Die Eulersche Polyederformel

Euler hat folgende Beziehung zwischen der Anzahl der Ecken, Kanten
und Regionen einer Einbettung eines planaren Graphen gezeigt:

Satz 9.3 (Eulersche Polyederformel) Jeder endliche zusammenhängen-
de planare Graph mit n Ecken, m Kanten und f Regionen erfüllt bei
jeder planaren Einbettung

n − m + f = 2 .

Bemerkung: Der Name „Polyederformel“ rührt daher, daß die Ecken
und das Kantennetz jedes Polyeders im R3 einen planaren Graphen bil-
den.
Beweis: Man überlegt zunächst, daß jeder endliche Baum planar ist. Ei-
ne beschränkte Region in der Einbettung würde einen einfachen Zykel
im Baum implizieren. Also gibt es in der Einbettung nur die unbe-
schränkte Region, und es gilt f = 1. Wegen m = n − 1 folgt dann die
Gültigkeit der Eulerschen Formel für den Baum.

Sei nun G planar und eine überschneidungsfreie Einbettung gege-
ben. Bestimme zunächst einen spannenden Baum T von G. Füge nun
iterativ die restlichen Kanten zum Baum hinzu. Jedes neue Linienstück
verbindet zwei bereits vorhandene Ecken des Graphen, die auf dem
Rand einer momentanen Region liegen. Diese Region wird durch das
Linienstück in zwei neue Regionen zerteilt. Damit bleibt die Differenz
m−f bei jedem Schritt konstant. Da die Polyederformel für den Baum T

erfüllt war, folgt ihre Gültigkeit auch für den gesamten Graphen G. ✷

Wenn der Graph nicht zusammenhängend ist, geht die Anzahl k

seiner Zusammenhangskomponenten ebenfalls in die Polyederformel
ein. Es gilt dann:

Satz 9.4 (Eulersche Polyederformel II) Jeder endliche planare Graph
mit n Ecken, m Kanten, f Regionen und k Zusammenhangskomponen-
ten erfüllt bei jeder planaren Einbettung

n − m + f = 1 + k .

✷

Man beachte, daß in diesem Fall die Regionen auch nicht mehr not-
wendigerweise einfach zusammenhängend sind; vielmehr können Re-
gionen nun auch „Löcher“ aufweisen.

9.3 Triangulationen

Bei gegebenem planaren Graphen können nach den Überlegungen in
der Einleitung zu diesem Kapitel beliebig (endlich) viele parallele Kan-
ten und Schlingen hinzugefügt werden, ohne die Planarität zu verlet-
zen. Für diesen Abschnitt werden wir uns daher auf einfache Graphen
beschränken, d. h. Parallelen und Schlingen ausschließen (bei gerichte-
ten Graphen auch Inversen).

Definition 9.5 (Maximal planare Graphen) Ein einfacher planarer Graph
heißt maximal planar, wenn keine Kante hinzugefügt werden kann,
ohne die Planarität oder Einfachheit zu verletzen.
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Bemerkung: Bei gerichteten Graphen ist zu den Bedingungen noch „in-
versenfrei“ aufzunehmen.

Lemma 9.6 Sei G = (V, E) maximal planar mit |V | ≥ 3. Dann ist in jeder
Einbettung jede Kante mit genau zwei Regionen inzident.

Beweis: Sei eine Einbettung eines maximal planaren Graphen gegeben.
Offenbar kann eine Kante nicht mit mehr als zwei Regionen inzidieren.
Sei e = (v1, v2) ∈ E eine Kante, die nur mit einer Region g inzidiert.
Dann gibt es auf dem Rand von g noch eine dritte Ecke v3 �= v1, v2.
Wäre v3 gleichzeitig zu v1 und zu v2 adjazent, so bildeten die drei Ecken
ein Dreieck, und e wäre mit mehr als einer Region inzident. Also kann
eine der Kanten (v1, v3) oder (v2, v3) ohne Verletzung der Einfachheit
zu G hinzugefügt werden, im Widerspruch zur Maximalität. ✷

Unter einem Dreieck verstehen wir einen (Sub-)Graphen mit drei
Ecken, von denen je zwei durch eine Kante verbunden sind. Damit gilt
der folgende Satz:

Satz 9.7 Ist G = (V, E) mit |V | ≥ 3 maximal planar, so ist in jeder Ein-
bettung von G jede Region durch ein Dreieck berandet.

Bemerkung: Die Aussage bezieht sich insbesondere auch auf die unbe-
schränkte Region.
Beweis: Ohne Einschränkung kann zunächst angenommen werden,
daß G zusammenhängend ist. Andernfalls ist G sicher nicht maxi-
mal planar, da die Komponenten in der Einbettung disjunkt liegen und
noch mindestens einen verbindenden Linienzug zulassen.

Betrachte zunächst ein Gebiet g. Hätte g mehr als drei berandende
Kanten, so sind zwei Fälle zu unterscheiden:

Im ersten Fall bilden keine drei der berandenden Kanten zusammen
ein Dreieck. Dann gibt es eine Kette von vier paarweise verschiedenen
Knoten v1, . . . , v4 auf dem Rand von g. Betrachte die beiden Kanten
a = (v1, v3) und b = (v2, v4). Falls diese Kanten im Graphen enthal-
ten sind, können die zugehörigen Linienstücke nicht im Inneren von g

verlaufen, da sonst das Gebiet in zwei Teile getrennt würde; damit ver-
laufen beide Linienstücke im Äußeren von g. Es ist nun zu sehen, daß
nicht beide Linienstücke ohne Schnitt im Äußeren geführt werden kön-
nen. Also kann G nicht gleichzeitig a und b enthalten. Damit kann
eine der beiden Kanten zu G hinzugenommen werden, ohne die Ein-

v1

v2

v2

v3

v3

v1

v2 v3

v1

v1
v2

v3

v4

v4

g

g

v4

g

v4

fachheit zu verletzen. Da das zugehörige Linienstück im Inneren von g

geführt werden kann, ist auch die Planarität garantiert. Damit war G

nicht maximal planar.
Im zweiten Fall bilden drei Kanten ein Dreieck. Alle weiteren beran-

denden Kanten liegen dann im Inneren der durch das Dreieck begrenz-
ten Fläche. Seien (v1, v2), (v2, v3) und (v3, v1) die Kanten des Dreiecks,
(v1, v4) eine weitere Kante des Randes von g. Dann kann (v2, v4) nicht
Kante in G sein, da das zugehörige Linienstück das Gebiet zerschnei-
den würde. Somit war G nicht maximal planar.

Es bleibt die unbeschränkte Region g zu betrachten. Analog zum
oben beschriebenen Fall existiert dann auf dem Rand von g eine Ket-
te von vier paarweise verschiedenen Ecken v1, . . . , v4. Die Kanten a =
(v1, v3) und b = (v2, v4) können nicht gleichzeitig in G sein, da die
gleichzeitige Führung beider Linienstücke außerhalb von g kreuzungs-
frei nicht möglich ist. Diese Argumentation gilt auch dann, wenn eine
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oder mehrere der berandenden Kanten (v1, v2), (v2, v3) oder (v3, v4)
neben g mit keiner anderen Region inzidieren, und insbesondere, falls
g einzige Region ist. Somit kann eine der beiden Kanten a oder b zu G

hinzugefügt werden, ohne die Einfachheit zu verletzen, wobei das zu-
gehörige Linienstück im Inneren von g geführt werden kann. Somit
war der Graph nicht maximal planar. ✷

Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig:

Satz 9.8 Sei G = (V, E) mit |V | ≥ 3. Ist in einer Einbettung von G jede
Region durch ein Dreieck berandet, so ist G maximal planar.

Beweis: Angenommen, G wäre nicht maximal planar. Dann gäbe es ei-
ne Kante e, die zu G hinzugefügt werden könnte, ohne die Planarität
zu verletzen. In der gegebenen Einbettung verläuft die Kante im Inne-
ren einer Region. Da diese ein Dreieck ist, muß e parallel zu einer der
Kanten des Dreiecks laufen. Dieser Widerspruch zur Einfachheit zeigt
die Behauptung. ✷

Korollar 9.9 Kriterium für maximal planare Graphen Sei G = (V, E) mit
|V | ≥ 3. G ist genau dann maximal planar, wenn in jeder Einbettung
von G jede Region durch ein Dreieck berandet ist. ✷

9.4 Grade in planaren Graphen

Auch in diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, daß die Graphen einfach
sind. Wir bezeichnen mit n die Anzahl der Ecken, mit m die Anzahl der
Kanten und mit f die Anzahl der Regionen eines solchen Graphen.

Ein Hilfsmittel zum Beweis der folgenden Aussagen ist der „Face-
Edge-Inzidenzgraph“ H = (F ∪ E,M) zur Einbettung eines planaren
Graphen G = (V, E). Die Eckenmenge von H = F ∪ E setzt sich zu-
sammen aus der Menge F der Regionen von G und der Menge E der
Kanten von G. Der Graph H ist bipartit und enthält eine Kante (f, e)
genau dann, wenn in der planaren Einbettung von G die Kante e und
die Region f inzidieren.

Lemma 9.10 Sei G maximal planar mit mindestens drei Ecken. Dann
gilt

m = 3n − 6

f = 2n − 4

Beweis: Im Face-Edge-Inzidenzgraphen hat jede Ecke fi ∈ F den Grad 3
(nach Korollar 9.9) und jede Ecke ei ∈ E den Grad 2 (nach Lemma 9.6).
Durch Abzählen der Kanten des Face-Edge-Inzidenzgraphen ergibt
sich 3f = 2m. Aus der eulerschen Polyederformel (9.3) folgt 3f + 3n −
6 = 3m. Damit gilt

m = 3m − 2m = (3f + 3n − 6) − 3f = 3n − 6 .

Ebenso folgt aus (9.3) die Beziehung 2f = 4 + 2m − 2n und damit

f = 3f − 2f = 2m − (4 + 2m − 2n) = 2n − 4 ,

wie behauptet. ✷



110 9 Planare Graphen

Satz 9.11 In einem einfachen planaren Graphen mit mindestens 3 Ecken
gilt

m ≤ 3n − 6

f ≤ 2n − 4 .

Beweis: Ein einfacher planarer Graph hat höchstens soviele Kanten
und höchstens soviele Regionen wie ein maximal planarer Graph, der
gleiche Eckenzahl besitzt. Mit Lemma 9.10 folgt die Behauptung. ✷

Es ist bemerkenswert, daß für einfache planare Graphen die Anzahl
der Kanten und Regionen linear von der Anzahl der Ecken des Graphen
abhängt. Daher lassen sich für Algorithmen auf planaren Graphen häu-
fig schärfere Abschätzungen für den Zeit- und Speicherplatzbedarf an-
geben als auf allgemeinen Graphen.

Im folgenden wird gezeigt, daß in einfachen planaren Graphen
nicht nur die Anzahl der Kanten „überschaubar“ bleibt, sondern auch
die Grade der Ecken in einem gewissen Sinn nicht zu groß werden.

Lemma 9.12 Jeder einfache planare Graph G = (V, E) hat eine Ecke v ∈
V vom Grad g(v) ≤ 5.

Bemerkung: Für gerichtete Graphen muß die Voraussetzung „einfacher
Graph“ durch „Graph ohne Schlingen, Parallelen und Inversen“ ersetzt
werden.
Beweis: Sei o. E. G zusammenhängend, andernfalls beschränke die Be-
trachtung auf eine Zusammenhangskomponente. Betrachte nun eine
beliebige planare Einbettung des Graphen.

Jede beschränkte Region wird von mindestens drei Kanten beran-
det: bestünde der Rand nur aus einer oder aus zwei Kanten, implizier-
te das die Existenz einer Schlinge oder eines Parallelenpaars. Weiter ist
offenbar jede Kante Teil des Randes von höchstens zwei Regionen.

Durch Abzählen der Kanten im Face-Edge-Inzidenzgraphen folgt
mit obigen Überlegungen

3(f − 1) ≤ 2m, also f ≤ 2

3
m + 1 . (9.1)

Wäre nun g(v) ≥ 6 für jede Ecke v ∈ V , so folgte

2m =
∑
v∈V

g(v) ≥ 6n, also n ≤ m

3
. (9.2)

Mit der Eulerschen Polyederformel und den Gleichungen (9.1) und (9.2)
ergibt sich

2 = n − m + f ≤ m

3
− m +

2

3
m + 1 = 1 .

Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. ✷

Lemma 9.13 In einem einfachen planaren Graphen ist der durchschnitt-
liche Grad der Ecken kleiner als 6.
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Beweis: Für n ≥ 3 folgt mit Satz 9.11:∑
v∈V g(v)

|V |
=

2m

n
≤ 6n − 12

n
< 6 .

Für n = 1 und n = 2 ist die Behauptung sofort klar. ✷

Das folgende Lemma zeigt eine schärfere Aussage als Lemma 9.12.

Lemma 9.14 Jeder endliche einfache zusammenhängende planare Graph
hat mindestens 3 Ecken vom Grad kleiner als sechs.

Beweis: Wir führen die Annahme, es gebe n−2 Ecken mit Grad minde-
stens sechs, zum Widerspruch. Da der Graph zusammenhängend ist,
gibt es keine isolierte Ecke, und es gilt

2m =
∑
v∈V

g(v) ≥ 6(n − 2) + 2 = 6n − 10 .

Andererseits folgt mit Satz 9.11:

2m ≤ 6n − 12 .

Dies ist ein Widerspruch. ✷

9.5 Kriterien für Planarität

Wir wenden uns nun der Charakterisierung von planaren bzw. nicht
planaren Graphen zu. Zunächst weisen wir für zwei besonders einfa-
che Graphen nach, daß sie nicht planar sind (und zeigen damit auch
die Vermutung vom Beginn dieses Kapitels).

Satz 9.15 Der Graph K5 ist nicht planar.

Beweis: Die Anzahl der Kanten des K5 ist m = 10. Wäre K5 planar, so
folgte mit Satz 9.11:

10 = m ≤ 3n − 6 = 9 ,

also war die Annahme, der K5 sei planar, falsch. ✷

Satz 9.16 Der Graph K3,3 ist nicht planar.

Beweis: Der Graph K3,3 hat n = 6 Ecken und m = 9 Kanten. Wir
nehmen an, K3,3 sei planar. In jeder Einbettung des Graphen ist jede
Region von einem einfachen Zykel begrenzt. Da der Graph bipartit ist,
ist die Länge jedes Zykels gerade, und da der Graph parallelenfrei ist,
ist die Länge nicht gleich zwei. Damit ist jede Region mit mindestens
vier Kanten inzident. Durch Abzählen der Kanten des Face-Edge-Inzi-
denzgraphen ergibt sich

4f ≤ 2m .

Mit der eulerschen Formel (9.3) folgt

2 = n − m + f ≤ n − m +
m

2

9 = m ≤ 2n − 4 = 8 .

Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. ✷

Offenbar muß in einem planaren Graphen auch jeder Teilgraph
selbst planar sein. Damit halten wir fest:
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Korollar 9.17 Ein Graph ist nicht planar, wenn er einen K5 oder einen
K3,3 als Teilgraphen enthält. ✷

Leider läßt sich aus diesem Korollar nicht ohne weiteres eine hin-
reichende Bedingung für Planarität eines Graphen ableiten. So ist etwa
der am Rand abgebildete Graph nicht planar, obwohl er keinen der ge-
nannten Graphen als Teilgraphen enthält. Man erkennt aber sofort, daß
in diesem Beispielgraphen die Struktur eines K5 enthalten ist. Im fol-
genden werden wir Beobachtungen dieser Art präziser fassen.

Definition 9.18 (Pfeilkontraktion) Sei G = (V, R) ein einfacher Graph,
r = (u, v) ∈ R. Der Graph G/r entsteht aus G durch Kontraktion des
Pfeiles r wie folgt: Die Ecken u und v werden durch eine neue Ecke uv

ersetzt. Die Pfeile der Form (u, x) und (v, x) werden durch (uv, x) er-
setzt, ebenso die Pfeile der Form (x, u) und (x, v) durch (x, uv); dies
geschieht nur, soweit dadurch nicht Parallelen oder Schlingen erzeugt
werden.

Bemerkung: Für eine Pfeilmenge R ′ = {r1, . . . , rk} ⊆ R schreiben wir
G/R ′ = (. . . ((G/r1)/r2) . . . )/rk, wobei die Reihenfolge der Kontraktio-
nen unerheblich ist. Die Operation ist in naheliegender Weise auch für
ungerichtete Graphen erklärt.

Definition 9.19 (Graph-Minor) Ein Graph H ist (Graph-)Minor eines
einfachen Graphen G, in Zeichen H ≤ G, wenn H aus einem Teilgra-
phen von G durch Pfeilkontraktionen gewonnen werden kann.

Bemerkung: Offensichtlich gilt G ≤ G, ferner auch H ≤ G für jeden
Teilgraphen H von G.

In der Literatur findet sich auch eine andere Definition. Neben der
Pfeilkontraktion hat man noch die Operationen »Löschen eines Pfeils«
und »Löschen einer Ecke«, und man nennt H einen Minor von G, falls H

durch Anwendung der drei Operationen (in beliebiger Reihenfolge)
aus G hervorgeht. Man sieht, daß die Definitionen äquivalent sind.

Eine Graphklasse C heißt minorenabgeschlossen, wenn

G ∈ C ∧ H ≤ G⇒ H ∈ C

gilt. Ein Minor H in einer Graphklasse C heißt minorenminimal, wenn

G ∈ C ∧ G ≤ H⇒ G = H

gilt.
Für den Rest dieses Abschnittes beschränken wir uns ausdrücklich

nur auf endliche Graphen und auf Klassen, die nur endliche Graphen
enthalten.

Man kann zeigen, daß die Menge der einfachen planaren Graphen
minorenabgeschlossen ist.

Das Entscheidungproblem „Gegeben Graphen G und H; gilt nun
H ≤ G?“ ist NP-vollständig. Bei fest vorgegebenem Minor H ist das
Problem jedoch mit einer Laufzeit polynomiell in |VG| lösbar, wenn
auch mit hohen Konstanten.

Nach Robertson und Seymour (1983–1988) gilt:

Satz 9.20 Jede Klasse von einfachen (endlichen) Graphen enthält nur
endlich viele minorenminimale Elemente. ✷
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Für eine Klasse C von einfachen Graphen bezeichnen wir mit C̄ die
Klasse aller übrigen einfachen Graphen; keine der Klassen enthalte un-
endliche Graphen.

Wählen wir C als die Menge der einfachen planaren Graphen, so
besteht C̄ aus der Menge der nicht-planaren einfachen Graphen. Dann
enthält C̄ nur endlich viele minorenminimale Elemente. Diese spielen
eine wichtige Rolle:

Definition 9.21 (Obstruktionsmenge) Sei C eine Klasse von einfachen
Graphen. Dann heißt

Obstr(C) := {H ∈ C̄ | H ist minorenminimal in C̄ }

die Obstruktionsmenge von C.

Beispiel 9.22 Die Klasse der Wälder ist minorenabgeschlossen. Ihre
Obstruktionsmenge ist {K3}.

Lemma 9.23 Sei C Klasse von einfachen Graphen, minorenabgeschlos-
sen. Dann gilt:

G ∈ C ⇐⇒ � ∃H ∈ Obstr(C), H ≤ G

Beweis: „⇒“: Sei H ∈ Obstr(C). Dann ist H ∈ C̄. Wäre H ≤ G, so folgte
wegen der Abgeschlossenheit H ∈ C. Widerspruch.

„⇐“: Sei G /∈ C, also G ∈ C̄. Nun ist entweder G selbst minorenmi-
nimal in C̄, oder es gibt einen Graphen H ∈ C̄, der minorenminimal ist
und H ≤ G erfüllt. Dieser Graph ist dann per Definition in Obstr(C).
Widerspruch. ✷

Ohne Beweis führen wir nun einen der berühmtesten Sätze der Gra-
phentheorie an:

Satz 9.24 (Kuratowski, 1930) Sei C die Klasse der endlichen planaren
einfachen Graphen. Dann gilt:

Obstr(C) = {K5, K3,3} .

Mit anderen Worten: Ein einfacher Graph G ist genau dann pla-
nar, wenn sich G und jeder Subgraph nicht auf einen der Graphen K5

oder K3,3 kontrahieren läßt.
Dieses notwendige und hinreichende Kriterium ist auch Basis ver-

schiedener Algorithmen zum Test auf Planarität und zur Konstruktion
einer Einbettung. Hopcroft und Tarjan [HT74] geben einen Algorith-
mus an, der in Laufzeit O(|V |) überprüft, ob ein einfacher Graph planar
ist. Hierbei wird unterstellt, daß der eingegebene Graph G = (V, E)
von vornherein |E| ≤ 3|V | − 6 erfülle; andernfalls wäre der Graph ohne-
hin nicht planar, aber der Algorithmus benötigte möglicherweise schon
allein zum Lesen der Eingabe eine Zeit, die nicht mehr in O(|V |) läge.

9.6 Duale Graphen

Wir gehen davon aus, daß G = (V, E) ein planarer Graph ist, und daß
eine planare Einbettung von G vorliegt. Dann wird durch die folgende
Konstruktion ein planarer Graph G∗ = (V∗, E∗) definiert, der ein zu G

dualer Graph genannt wird.
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Die Eckenmenge V∗ wird gleich der Menge F der Regionen der Ein-
bettung von G gewählt. Für jede Kante e ∈ E, die in der vorliegen-
den Einbettung von G mit den Regionen f1, f2 inzidiert, gibt es im Gra-
phen G∗ die Kante (f1, f2). Diese Kante ist so zu zeichnen, daß sie kei-
ne anderen Kanten schneidet. Damit ist der entstehende Graph wieder
planar.

Korollar 9.25 Sei G ein planarer Graph mit einer überschneidungsfrei-
en Einbettung in die Ebene, n,m, f die Anzahl seiner Ecken, Kanten
und Regionen. Sei G∗ ein zu G dualer Graph, n∗,m∗, f∗ die entspre-
chenden Zahlen im dualen Graphen. Dann gilt

m∗ = m, n∗ = f, f∗ = n .

Beweis: Die ersten beiden Gleichungen folgen unmittelbar aus der Kon-
struktionsweise des dualen Graphen. Die letzte Gleichung folgt aus der
eulerschen Polyederformel, die anwendbar ist, weil der duale Graph
planar ist. ✷

Es ist zu betonen, daß ein dualer Graph von der ursprünglich ge-
wählten Einbettung abhängig ist. In Abb. 9.2 ist derselbe Graph in zwei
verschiedenen Einbettungen zu sehen. Die entstehenden dualen Gra-
phen sind nicht isomorph1 zueinander, wie ein Vergleich der Grade der
Ecken zeigt.

Abbildung 9.2:
Zwei verschiedene Einbet-
tungen desselben Graphen
(schwarz). Die entstehenden
dualen Graphen (grau) sind
nicht isomorph zueinander.

Da ein dualer Graph eines planaren Graphen selbst wieder planar
ist, kann auf diesen erneut die Konstruktion eines dualen Graphen an-
gewandt werden.

Dabei ist es möglich, die Punkte und Linienstücke in der Einbet-
tung des neuen Graphen so zu wählen, daß sie mit den Punkten und
Linienstücken des Ausgangsgraphen zusammenfallen. Das entstehen-
de Bild des doppelt-dualen Graphen ist dann identisch dem Bild des
Ausgangsgraphen, d. h. die beiden Graphen sind gleich.

Mit dem erst im nächsten Kapitel eingeführten Begriff der Isomor-
phie von Graphen gilt allgemeiner der folgende Satz:

Satz 9.26 Sei G ein planarer Graph, G∗ ein zu G dualer Graph, G∗∗ ein
zu G∗ dualer Graph. Dann sind G und G∗∗ isomorph. ✷

1Der Begriff der Isomorphie wird erst im nächsten Kapitel genau eingeführt. Informell
kann man zwei Graphen isomorph nennen, wenn sie so eingebettet werden können, daß
die Bilder der Einbettungen durch „Wackeln“ an den Punkten und Linienstücken zur
Deckung gebracht werden können.
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Zykel und Schnitte

Auch planare Graphen lassen sich mit einer Kantenbewertung verse-
hen, die Kosten, Längen oder Kapazitäten modelliert. Beim Übergang
zum Dualen eines Graphen ergibt sich auf natürliche Weise wieder ein
kantenbewerteter Graph, wobei die Kantenbewertung durch die 1:1-
Korrespondenz zwischen den Kantenmengen der beiden Graphen vom
Ausgangsgraphen auf den dualen übernommen wird.

In Abb. 9.3 wird ein Paar von dualen Graphen dargestellt. (Die Kan-
ten, die aus dem Bild ragen, sind alle mit derselben Ecke v∞ inzident,
die die unbeschränkte Region vertritt.) Im linken Teil ist ein Zykel aus-
gezeichnet, im rechten Teil sind die entsprechenden Kanten im dua-
len Graphen markiert. Wie leicht zu erkennen ist, bilden diese Kanten
einen Schnitt. Wo der Zykel die Regionen in seinem Inneren von den
außenliegenden trennt, trennt der Schnitt die entsprechenden Ecken-
mengen voneinander.

Wenn die Kantenbewertung im dualen Graphen als Kapazität auf-
gefaßt wird, so erkennt man, daß die Länge eines Zykels in einem pla-
naren Graphen korrespondiert mit der Kapazität eines Schnittes in ei-
nem dualen Graphen. Diese Beziehung läßt sich auch algorithmisch
nutzen, wobei zugute kommt, daß ein dualer Graph in Konstrukti-
on und Speicherplatzaufwand von vergleichbarer Größenordnung des
Ausgangsgraphen ist.

Abbildung 9.3:
Zusammenhang zwischen
Länge eines Zykels (links,
gepunktet) und Kapazität
eines Schnittes im dualen
Graphen (rechts, gepunktet).
Die aus dem Bild ragenden
Kanten sind alle mit der
Ecke v∞ der unbeschränk-
ten Region inzident.





Kapitel 10

Homomorphismen

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit Frage, wann zwei Graphen
„ähnlich“ sind.

10.1 Tripeldarstellung von Graphen

Sei G = (V, R, α,ω) ein Graph.1 Wir definieren die Grundmenge von G

durch G := V ∪ R und erweitern die Abbildungen α,ω auf G in folgen-
der Weise:

α(v) := v und
ω(v) := v für alle v ∈ V.

Somit läßt sich ein Graph G = (V, R, α,ω) auch in Tripeldarstellung
G = (G,α,ω) notieren. Ein Graph ist genau dann endlich, wenn G

endlich ist.
Für einen Graphen G = (G,α,ω) in Tripeldarstellung gilt dann:

V := α(G) = ω(G)

und ein Element x ∈ G ist genau dann eine Ecke von G, wenn α(x) = x

(oder ω(x) = x) gilt.
Im folgenden sei G = (G,α,ω) ein Graph in Tripeldarstellung, d.h.

V := α(G) = ω(G).

10.2 Homomorphismen

Definition 10.1 (Homomorphismus)
Seien G1 = (G1, α1,ω1) und G2 = (G2, α2,ω2) zwei Graphen. Eine
Abbildung τ : G1 → G2 heißt (Graph-) Homomorphismus, wenn gilt:

1. τ ist surjektiv und

2. τ(α1(e)) = α2(τ(e)) sowie τ(ω1(e)) = ω2(τ(e)) für alle e ∈ G1.

(Kurz: τ ◦ α1 = α2 ◦ τ und τ ◦ω1 = ω2 ◦ τ)

1Wie in Definition 2.1 setzen wir voraus, daß V ∩ R= ∅ gilt.
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Der Homomorphismus τ ist ein Isomorphismus, falls τ bijektiv ist.
Falls es einen Isomorphismus von G1 nach G2 gibt, so nennen wir G1

und G2 isomorph und schreiben G1
∼= G2.

Ein Isomorphismus ist ein Automorphismus, wenn G1 = G2 gilt.
Mit A(G) bezeichnen wir die Menge aller Automorphismen des Gra-
phen G.

Beispiel 10.2 Abbildung 10.1 zeigt einen Graphen G1 und sein homo-
morphes Bild G2 unter dem Homomorphismus τ, der gemäß Tabel-
le 10.1 gegeben ist.

v2

v3

G1 G2

v1

u1 u2

Abbildung 10.1:
Ein Graph G1 und ein homo-
morphes Bild G2 .

x τ(x)

v1 u1
v2 u2
v3 u1
(v1, v2) (u1, u2)

(v1, v3) v1
(v3, v2) (u1, u2)

Tabelle 10.1: Beispiel für einen Homomorphismus τ.

Lemma 10.3 Ist τ : G1 → G2 ein Homomorphismus, so gilt τ(V1) = V2.

Beweis:
„τ(V1) ⊆ V2“
Sei v ∈ V1. Dann ist α1(v1) = v1 und folglich

τ(v1) = τ(α1(v1)) = α2(τ(v1))︸ ︷︷ ︸
∈V2

.

Somit ist τ(v1) ∈ V2.
„τ(V1) ⊇ V2“
Sei v2 ∈ V . Da τ surjektiv ist, gibt es x ∈ G1 mit τ(x) = v2. Somit

v2 = α2(v2) = α2(τ(x)) = τ( α1(x)︸ ︷︷ ︸
=:y∈V1

).

Somit gilt τ(y) = v2 für ein y ∈ V1, also v2 ∈ τ(V1). ✷

Korollar 10.4 Gilt G1
∼= G2, so folgt |V1| = |V2|. ✷
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Korollar 10.5 Ist τ : G1 → G2 ein Isomorphismus, so ist τ(V1) = V2
und τ(R1) = R2.

Beweis: Nach Lemma 10.3 gilt τ(V1) = V2. Wäre τ(r) ∈ V2 für ein
r ∈ R, so wäre τ nicht bijektiv. Da τ nach Definition eines Homomor-
phismus surjektiv ist, folgt, daß für jedes r ′ ∈ R2 auch ein r ∈ R1 mit
τ(r) = r ′ existiert. ✷

Lemma 10.6 Ist τ : G1 → G2 ein Isomorphismus, so gilt für jedes
v ∈ V1: g+

G1
(v) = g+

G2
(τ(v)), und g−

G1
(v) = g−

G2
(τ(v)), d.h. der Außen-

grad und Innengrad der Ecke τ(v) in G2 ist gleich dem Außen- bzw.
Innengrad von v in G1.

Beweis: Sei v ∈ G1. Sei r ∈ B+
G1

(v) beliebig. Dann gilt

α2(τ(r)) = τ(α1(r)) = τ(v).

Somit wird jeder Pfeil r ∈ B+
G1

(v) auf ein r ′ ∈ G2 mit r ′ ∈ B+
G2

(τ(v))
abgebildet. Da nach Korollar 10.5 Pfeile auf Pfeile abgebildet werden,
folgt, daß g+

G1
(v) = g+

G2
(τ(v)) gilt. Analog zeigt man die Behauptung

für den Innengrad. ✷

10.3 Das Graphenisomorphieproblem

Definition 10.7 (Graphenisomorphieproblem)
Eine Instanz des Graphenisomorphieproblems ist durch zwei Gra-
phen G1 = (V1, R1) und G2 = (V2, R2) gegeben. Das Problem ist zu
entscheiden, ob G1

∼= G2 gilt.

Das Graphenisomorphieproblem liegt in NP, seine genaue Komple-
xität ist bisher noch unbekannt. Es konnte bisher weder gezeigt wer-
den, daß das Problem NP-vollständig ist, noch daß es in polynomialer
Zeit lösbar ist.

Ein einfacher Ansatz führt zu einem exponentiellen Algorithmus.

Lemma 10.8 Sind G1 = (V1, R1) und G2 = (V2, R2) einfache Graphen,
so ist jeder Isomorphismus τ : G1 → G2 durch die Bilder τ(v1) (v1 ∈ V1)
eindeutig festgelegt.

Beweis: Ist r ∈ R1 mit r = (u, v) so gilt dann

α2(τ(r)) = τ(α1(r)) = τ(u)

ω2(τ(r)) = τ(ω1(r)) = τ(v),

also τ(r) = (τ(u), τ(v)). ✷

Nach Korollar 10.4 gilt für isomorphe Graphen G1
∼= G2: |V1| = |V2|.

Sei o.B.d.A. V1 = V2 = {1, . . . , n}. Dann können wir jeden Isomorphis-
mus τ : G1 → G2 mit einer Permutation π von {1, . . . , n} identifizieren.

Also genügt es2 für den Test, ob G1
∼= G2 gilt, für jede der n! Per-

mutationen zu prüfen, ob diese Permutation einen Isomorphismus zwi-
schen G1 und G2 induziert. Dies führt zu einem Aufwand vonO(n!n2).

2Falls |V1 | �= |V2 |, so können wir die Frage nach der Isomorphie sofort mit „nein“
beantworten.
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10.4 Automorphismen

Satz 10.9 Sei G = (V, R, α,ω) ein Graph. Dann ist (A(G), ◦) eine (im
allgemeinen nicht kommutative) Gruppe.

Beweis: Jeder Automorphismus ist eine Bijektion von G nach G. Da
die Menge B der Bijektionen von G nach G eine Gruppe bezüglich der
Hintereinanderausführung bilden, genügt es zu zeigen, daß A(G) eine
Untergruppe von B ist.

Dafür müssen wir zeigen, daß für alle τ,ϕ ∈ A(G) gilt: τ◦ϕ ∈ A(G)
und τ−1 ∈ A(G).

1. τ ◦ϕ ∈ A(G):

Es gilt für beliebiges x ∈ G

α((τ ◦ϕ)(x)) = α(τ( ϕ(x)︸ ︷︷ ︸
=:y∈G

)) = α(τ(y)) = τ(α(y))

= τ(α(ϕ(x))) = τ(ϕ(α(x))) = (τ ◦ϕ)(α(x)).

Analog folgt

ω((τ ◦ϕ)(x)) = (τ ◦ϕ)(ω(x)).

Somit ist τ ◦ϕ ∈ A(G).

2. τ−1 ∈ A(G):

Für beliebiges x ∈ G gilt mit y := τ−1(x):

τ−1(α(x)) = τ−1(α(τ(y))) = τ−1(τ(α(y))) = α(y) = α(τ−1(x)).

Somit ist auch τ−1 ∈ A(G).

✷

Definition 10.10 (Zyklische Gruppe)
Eine Gruppe (G, ◦) heißt zyklisch, wenn ein e ∈ G existiert, so daß
G = {e0, e1, e2, . . . } gilt. Dabei sei e0 := 1G , e1 := e und et := et−1 ◦ e

für t > 1.

Beispiel 10.11 Wir betrachten die Automorphismengruppe A(Gn) des
Graphen Gn = (Vn, Rn, αn,ωn) mit

Vn := {v0, v1, . . . , vn−1}

Rn := {r0, r1, . . . , rn−1}

und für alle k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} gelte

αn(rk) := vk und ωn(rk) := v(k+1)modn.

Der Graph Gn ist in Abbildung 10.2 dargestellt. Wir zeigen nun, daß
A(Gn) zyklisch ist und |A(Gn)| = |Vn| = n gilt.

Dazu beweisen wir zunächst, daß ein Automorphismus ϕ von Gn

bereits durch ϕ(v0) eindeutig festgelegt ist. Seien ϕ und ϑ Automor-
phismen von Gn mit ϕ(v0) = ϑ(v0) = vt. Wir zeigen durch Induktion
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v0

v1

vn−1

Gn

r0

Abbildung 10.2:
Ein Graph Gn mit zyklischer
Automorphismengruppe
der Ordnung n.

nach k, daß ϕ(vi) = ϑ(vi) und ϕ(ri) = ϑ(ri) für i = 0, . . . , k − 1 gelten
muß.

Für k = 0 ist nur noch ϕ(r0) = ϑ(r0) zu zeigen. Es gilt

αn(ϕ(r0)) = ϕ(αn(r0)) = ϕ(v0) = ϑ(v0) = ϑ(αn(r0)) = αn(ϑ(r0)).

Somit wird r0 sowohl von ϕ als auch von ϑ auf einen Pfeil abgebildet,
der in vt = ϕ(v0) = ϑ(v0) startet. Da jede Ecke in Gn nur einen ausge-
henden Pfeil besitzt, folgt, daß ϕ(r0) = ϑ(r0) = rt gelten muß.

Es sei bereits ϕ(vi) = ϑ(vi) und ϕ(ri) = ϑ(ri) für i = 0, . . . , k be-
wiesen. Dann folgt

ϕ(vk+1) = ϕ(ωn(rk) = ωn(ϕ(rk))
IV
= ωn(ϑ(rk)) = ϑ(ωn(rk) = ϑ(vk+1).

Weiterhin folgt damit

αn(ϕ(rk+1)) = ϕ(αn(rk+1)) = ϕ(vk+1) = ϑ(vk+1) = ϑ(αn(rk+1)) = αn(ϑ(rk+1)).

Da αn injektiv ist, folgt ϕ(rk+1) = ϑ(rk+1). Dies beendet die Induktion.
Da ϕ(v0) nur n verschiedene Werte annehmen kann, gilt |A(Gn)| ≤

n. Sei nun τ ∈ A(Gn) für k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} definiert durch

τ(vk) := v(k+1)modn und τ(rk) := r(k+1)modn.

Dann gilt für k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}: τk(v0) = vk. Insbesondere sind so
also n verschiedene Automorphismen angegeben, es gilt |A(Gn)| ≥ n

und A(Gn) ist zyklisch.





Anhang A

Lösungen zu den
Übungsaufgaben

Kapitel 2

Lösung zu Aufgabe 2.1

(a) Für die Adjazenzmatrix des inversen Graphen G−1 gilt A(G−1) =
AT (G), wobei wir mit AT (G) die Transponierte der Matrix A(G)
bezeichnen.

Die Transponierte einer Matrix läßt sich durch Vertauschen der
Zeilen- und Spalten-Indizes berechnen. Sei A(G) = (aij), dann
liefert Algorithmus A.1 die Matrix A(G−1) = (a ′

ij).

Algorithmus A.1 Berechnung von G−1 bei Adjazenzmatrixdarstellung

Input: Ein gerichteter einfacher Graph G = (V, R) in
Adjazenzmatrixdarstellung

1 for 1 ≤ i ≤ |V | do
2 for 1 ≤ j ≤ |V | do
3 a ′

ij ← aji
4 end for
5 end for

Algorithmus A.1 besitzt eine Laufzeit von Θ(|V |2). Diese Laufzeit
ist offenbar Worst-Case optimal, da man zur Erstellung der Adja-
zenzmatrix des inversen Graphen jeden der Θ(|V |2) Einträge der
Adjazenzmatrix von G betrachten muß.

Zur Berechnung der Adjazenzliste Adj’ des inversen Graphen
durchläuft man alle Pfeile des Ursprungsgraphen, d.h. alle Li-
stenelemente seiner Adjazenzliste Adj, und fügt die Pfeile mit
vertauschtem Anfangs- und Endknoten in die Liste des inversen
Graphen ein. Dieses Verfahren ist in Algorithmus A.2 dargestellt.

Da das Einfügen an den Anfang einer Liste in konstanter Zeit
möglich ist, beträgt die Laufzeit Θ(|V |+|R|). Auch dieser Algorith-
mus ist von der Laufzeit her Worst-Case optimal, da die Eingabe-
größe für einen Graphen in Adjazenzlistendarstellung Θ(|V |+ |R|)
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Algorithmus A.2 Berechnung von G−1 bei Adjazenzlistendarstellung

Input: Ein gerichteter einfacher Graph G = (V, R) in
Adjazenzlistendarstellung

1 for all u ∈ V do
2 for all v ∈ Adj[u] do
3 Füge den Endknoten u an den Anfang der Liste Adj ′[v] ein
4 end for
5 end for

ist und man in einem korrekten Algorithmus die Eingabe kom-
plett betrachten muß.

(b) Sei G = (V, R) ein gerichteter einfacher Graph mit n := |V | Ecken
und A(G) = (aij) seine Adjazenzmatrix.

Behauptung 1: Es gibt höchstens eine Ecke v ∈ V mit g+(v) = 0

und g−(v) = n − 1.

Beweis: Da G keine Schlingen enthält, folgt aus g−(v) = n − 1,
daß für alle w �= v der Pfeil (w, v) in R enthalten ist. Damit kann
außer v keine Ecke Innengrad n−1 und Außengrad 0 besitzen. ✷

Folgerung 2: Sei i �= j. Dann gilt:

• falls aij = 1: die Ecke i kommt nicht in Betracht.

• falls aij = 0: die Ecke j kommt nicht in Betracht.

In Algorithmus A.3 ist ein Verfahren angegeben, daß in O(n) Zeit
testet, ob eine Ecke v mit g−(v) = n − 1 und g+(v) = 0 in G

existiert.

Algorithmus A.3 Reduzierung der Suche auf eine Ecke.

Input: Ein gerichteter einfacher Graph G = (V, R) in
Adjazenzmatrixdarstellung mit n := |V | Ecken

1 Setze i← 2 (Zeilen-) und j← 1 (Spalten-Zähler)
2 while i ≤ n do
3 if aij = 0 then
4 j← i

5 end if
6 i← i + 1

7 end while

Behauptung 3: Nach Durchlauf des Algorithmus kommt nur die
Ecke j als Kandidat in Betracht.

Beweis: Wir zeigen das Ergebnis mit Induktion nach den Schrit-
ten des Algorithmus. Sei

M(i, j) := {1, 2, . . . , i − 1} \ {j}.

Dann gilt: Steht der Algorithmus an Position (i, j), dann können
alle Ecken in M(i, j) als Kandidaten ausgeschlossen werden.
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Induktionsanfang: (i, j) = (2, 1). Die Behauptung gilt, weil M(2, 1) =
∅.

Induktionsschluß: Befinde sich der Algorithmus an Position (i, j),
und sei die Menge M := M(i, j) markiert.

1. Fall: aij = 0. Wegen Folgerung 2 ist die Ecke j auszuschließen,
d. h. es muß gelten M ′ = M∪ {j}. Der Algorithmus setzt i ′ := i+1

und j ′ := i. Damit ist

M ′ = M(i ′, j ′) = M(i + 1, i) =

= {1, 2, . . . , i} \ {i} = {1, . . . , i − 1} =

=
(
{1, . . . , i − 1} \ {j}

) ∪ {j} =

= M ∪ {j}

2. Fall: aij = 1. Wegen Folgerung 2 ist die Ecke i auszuschließen,
d. h. es muß gelten M ′ = M∪ {i}. Der Algorithmus setzt i ′ := i+1

und j ′ := j. Damit ist

M ′ = M(i ′, j ′) = M(i + 1, j) =

= {1, 2, . . . , i} \ {j} =

=
(
{1, . . . , i − 1} \ {j}

) ∪ {i} =

= M ∪ {i}

Am Ende des Algorithmus gilt i = n + 1, also sind die Ecken

M(n + 1, j) = {1, . . . , n} \ {j}

markiert, und es verbleibt nur die Ecke j als Kandidat. ✷

Offenbar ist die Laufzeit von Algorithmus A.3 in O(n). Nach En-
de des Algorithmus ist nur noch eine Ecke j potentieller Kandidat.
Ob j dann g−(j) = n− 1 und g+(j) = 0 erfüllt, kann mit Algorith-
mus A.4 in O(n) Zeit getestet werden.

Algorithmus A.4 Testen der (einzigen) Kandidatenecke j.

1 Kandidat← true
2 for k ∈ {1, 2, . . . , n} \ {j} do
3 if ajk = 1 ∨ akj = 0 then
4 Kandidat← false
5 stop
6 end if
7 end for

Kapitel 3

Lösung zu Aufgabe 3.1

(a) Reflexivität Für alle v ∈ V gilt nach Definition 3.9: v ∈ EG(v),
also ist v ∼ v nach Definition 3.10.

Symmetrie Sei u ∼ v. Dann ist v ∈ EG(u) und u ∈ EG(v). Nach
Definition 3.10 ist daher dann auch v ∼ u.
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Transitivität Sei u ∼ v und v ∼ x. Dann ist v ∈ EG(u). Entweder
ist u = v oder es existiert ein Weg w mit α(w) = u und
ω(w) = v.
Ist v = x, so ist dann entweder u = v = x oder w ein Weg
von u nach x, also x ∈ EG(u). Falls v �= x, so muß wegen
x ∈ EG(v) ein Weg w ′ mit α(w ′) = v und ω(w ′) = x existie-
ren. Wenn v = u, so ist dieser Weg w ′ ein Weg von u nach
x. Ansonsten ist w ◦ w ′ ein Weg, der von u nach x führt.
Insgesamt ist damit also x ∈ EG(u) gezeigt. Die Umkehrung
u ∈ EG(x) folgt analog. ✷

(b) Da G stark zusammenhängend und |V | ≥ 2 ist, muß für jedes
v ∈ V gelten: g+(v) ≥ 1. Somit gilt

|R| =
∑
v∈V

g+(v) ≥
∑
v∈V

1 = |V |.

✷

Lösung zu Aufgabe 3.2

Sei w = (r1, . . . , rk) und s(w) = (u = v1, . . . , vk+1 = v). Falls w bereits
elementar ist, so ist nichts zu zeigen. Ansonsten sei vi = vi+p und i

minimal mit der Eigenschaft, daß vi von w mehr als einmal berührt
wird. Dann ist w ′ := (r1, . . . , ri−1, ri+p, . . . , rk) ein Weg von u nach
v. Falls w ′ elementar ist, so sind wir fertig. Ansonsten setzen wir das
obige Verfahren mit w ′ fort. Da die Länge der Wege in jedem Schritt
jeweils strikt abnimmt, muß das Verfahren mit einem elementaren Weg
terminieren. ✷

Lösung zu Aufgabe 3.3

Die erste Ungleichung ist trivial. Wir zeigen daher nur den zweiten
Teil. Seien G1, . . . , Gp die Komponenten von G und G ′

1, . . . , G
′
k die

Komponenten von G− e. Sei ferner γ(e) = {u, v}. Offenbar sind dann u

und v in der gleichen Komponenten von G enthalten. Sei dies O.B.d.A.
G1.

Wir zeigen nun, daß für i = 2, . . . , p folgendes gilt: Sind a, b ∈ Gi,
so existiert eine Komponente von G−e die beide Ecken a und b enthält.
Danach zeigen wir, daß G1 durch Entfernen von e in höchstens zwei
Komponenten zerfällt. Daraus folgt dann k ≤ p + 1.

Seien a, b ∈ Gi für ein i ≥ 2. Dann existiert nach Definition des Zu-
sammenhangs ein Weg w = (e1, . . . , es) zwischen a und b in G. Dieser
Weg kann e nicht enthalten, denn sonst wären u, v ∈ Gi im Wider-
spruch dazu, daß u, v ∈ G1 und der Tatsache, daß die Komponenten
eine Partition von V bilden. Dann ist w aber auch ein Weg in G− e zwi-
schen a und b, d.h. a und b müssen in der gleichen Komponente von
G − e enthalten sein.

Wir betrachten nun G1 = (V1, E1), d.h. diejenige Komponente von
G, welche u und v enthält. Wir definieren eine Partition V1 = U ∪ (V1 \

U) von V1 durch

U := {u} ∪ { x ∈ V1 : es gibt einen Weg von x nach u, der e nicht benutzt }.

Offenbar sind dann alle x ∈ U in der gleichen Zusammenhangskompo-
nente von G − e wie u. Wir zeigen, daß alle Ecken aus V1 \ U in der
gleichen Zusammenhangskomponente wie v sind.
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Sei dazu x ∈ V1 \ U beliebig. Nach Voraussetzung existiert ein Weg
w = (e1, . . . , es) von x nach u in G. Dieser Weg benutzt e. O.B.d.A.
können wir annehmen, daß e = es und e sonst nicht in w vorkommt.
Dann ist (e1, . . . , es−1) ein Weg von x nach v in G − e.

Lösung zu Aufgabe 3.4

Sei zunächst G = (V, E) bipartit mit der Partition V = A ∪ B und sei
w ein elementarer Kreis in G. Wir zeigen, daß w gerade Länge haben
muß.

Sei w = [v1, . . . , vk = v1] und o. E. sei v1 ∈ A. Da G bipartit ist, muß
v2 ∈ B sein, u. s. w. Induktiv folgt, daß vi ∈ A für alle ungeraden i und
vi ∈ B für alle geraden i. Wegen vk = v1 ∈ A muß k ungerade sein.
Also hat w gerade Länge. Dies zeigt die eine Folgerungsrichtung.

Umgekehrt besitze G nun keine elementaren Kreise ungerader Län-
ge.

Sei v ∈ V . Da G zusammenhängend ist, gibt es von jeder Ecke in V

einen Weg zu v. Daher bilden die Mengen A = {x ∈ V : der kürzeste
Weg von v nach x hat gerade Länge} und B = {x ∈ V : der kürzeste Weg
von v nach x hat ungerade Länge} eine Partition von V .

Wir zeigen nun, daß es in A und B keine adjazenten Ecken gibt:
Annahme: a, a ′ ∈ A seien adjazent. Seien w = [v = w1, . . . , wk = a]

und w ′ = [v = w ′
1, . . . , w

′
p = a ′] jeweils kürzeste Wege von v nach a

und a ′. Wähle i, j maximal mit wi = w ′
j. Da w und w ′ minimale

Wege sind, muß i = j sein. Daher haben die Teilwege [wi, . . . , a] und
[w ′

j, . . . , a
′] entweder beide gerade, oder beide ungerade Länge.

Da a und a ′ adjazent sind, läßt sich damit ein Kreis [wi, . . . , a, a
′, . . . , w ′

j =
wi] ungerader Länge konstruieren im Widerspruch dazu, daß G keine
ungeraden Kreise besitzt.

Analog folgt, daß B keine adjazenten Ecken enthält.
Da A und B eine Partition bilden, muß jede Kante in E eine Ecke in

beiden Mengen haben. ✷

Lösung zu Aufgabe 3.5

Sei v ∈ V Artikulationspunkt von G. Da G[V \ {v}] nicht zusammen-
hängend ist, muß es in diesem Graphen zwei Ecken x und y geben, die
durch keinen Weg verbunden sind.

Da G aber zusammenhängend war, muß es in G Wege von x nach y

geben. Diese müssen die Ecke v enthalten.
Für die umgekehrte Richtung seien x, y ∈ V zwei von v verschiede-

ne Ecken, so daß jeder Weg zwischen x und y die Ecke v berührt.
Sei w nun ein Weg in G[V \{v}] mit γ(w) = (x, y). Wegen G[V \{v}] 	

G ist w auch in G ein Weg zwischen x und y, der aber v nicht enthält –
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Daher gibt es in G[V\{v}] keinen Weg zwischen x und y, d.h. x und y

befinden sich in unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten von
G[V \ {v}]. G ist also nach Entfernen von v nicht mehr zusammenhän-
gend und damit ist v nach Def. ein Artikulationspunkt von G. ✷

Lösung zu Aufgabe 3.6

(a) „⇒“ z.z. Es existiert eine topologische Sortierung des Graphen
G ⇒ G ist kreisfrei.
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Widerspruchsannahme: Es ex. eine topologische Sortierung
σ und G enthält einen Kreis w = (r1, r2, . . . , rp) , mit σ(α(ri)) <

σ(ω(ri)) = σ(α(ri+1) i ∈ {1, . . . , p − 1} folgt dann induk-
tiv: σ(α(r1)) < σ(α(rp)) < σ(ω(rp)) = σ(α(r1)) Wider-
spruch! ✷

„⇐“ Beweis durch Induktion nach |V |. Falls |V | = 1, so ist die
Aussage klar. Sei sie für |V | = n bewiesen und |V | = n + 1.
Es existiert eine Ecke v ∈ V mit g−(v) = 0, sonst besäße G

nach Lemma 3.6 einen Kreis.
Der Graph G[V \ {v}] ist kreisfrei und besitzt nach Indukti-
onsvoraussetzung eine topologische Sortierung σ : V \ {v}→
{1, . . . , n}. Dann ist aber σ ′ mit σ(v) ′ := 1 und σ ′(u) :=
σ(u) + 1 für u �= v eine topologische Sortierung von G (da
g−(v) = 0). ✷

(b) TOPSORT

Input: Ein gerichteter Graph G = (V, R) in
Adjazenzlistendarstellung mit |V | =: n

1 k← 1

2 L← ∅ {leere Liste}

3 for all v ∈ V do
4 indeg[v]← 0

5 end for
6 for all v ∈ V do
7 for all w ∈ Adj[v] do
8 indeg[w]← indeg[w] + 1

9 end for
10 end for
11 for all v ∈ V do
12 if indeg[v] = 0 then
13 füge v an L an
14 end if
15 end for
16 while L �= ∅ do
17 entferne das erste Element v von L

18 σ[v]← k

19 k← k + 1

20 for all w ∈ Adj[v] do
21 indeg[w]← indeg[w] − 1

22 if indeg[w] = 0 then
23 füge w an L an
24 end if
25 end for
26 end while
27 if k = |V | + 1 then
28 return true
29 else
30 return false
31 end if

Die Schritte 1 bis 5 benötigen O(|V |) Zeit. Jeder Pfeil r ∈ R wird in
Schritt 7 und 20 höchstens einmal erfaßt. Somit ist die Komplexi-
tät des Algorithmus O(|V | + |R|).
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Behauptung:

(i) Zu Beginn des kten Durchlaufs der while-Schleife gilt für
jedes w ∈ V :

indeg[w] = |{u ∈ V : u ∈ VG(w) ∧ σ[u] ist noch nicht definiert }|

(A.1)

(ii) Ist v der im kten Durchlauf gewählte Knoten, so gilt k > σ[x]
für alle Vorgänger von v.

Induktion nach k: k = 1: In den Zeilen 6 bis 10 werden offenbar
korrekt die Innengrade der Ecken berechnet und in indeg gespei-
chert.

k → k + 1: Sei v der im kten Durchlauf gewählte Knoten. Dann
wird indeg[w] genau für die Nachfolger von v um eins vermindert
und v numeriert. Dies zeigt, daß Gleichung (A.1) zu Beginn des
(k + 1)ten Durchlauf gilt.

Sei nun v der im (k+1)ten Durchlauf gewählte Knoten. Wir müs-
sen zeigen, daß k + 1 > σ[x] für alle Vorgänger von v gilt. Wir
haben bereits gezeigt, daß zu Beginn des (k + 1)ten Durchlaufs
indeg[v] die Anzahl der noch nicht numerierten Vorgänger von v.
Da indeg[v] = 0, sind alle Vorgänger von v bereits numeriert. �
Nun die Korrektheit: Gibt der Algorithmus true aus, so wurden
|V | Knoten numeriert, d.h. alle Ecken. Nach der obigen Behaup-
tung, Teil (ii) ist σ eine topologische Sortierung, also ist G kreisfrei.

Sei umgekehrt G kreisfrei. Dann gibt es eine Ecke mit g−(v) = 0.
Somit ist die Liste L beim ersten Durchlauf nicht leer. Es genügt
nun zu zeigen, daß L beim kten Durchlauf (1 ≤ k ≤ n) nicht leer
ist.

Sei k ≤ n. Nach der obigen Behauptung, Teil (a) gibt zu Beginn
des kten Durchlaufs indeg[v] für v ∈ V die Anzahl der noch nicht
numerierten Vorgänger an. Da k ≤ n, ist mindestens eine Ecke v0
noch nicht numeriert.

Ist indeg[v0] > 0, so gibt es einen noch nicht numerierten Vorgän-
ger v1 von v. Ist indeg[v1] = 0, so ist v1 ∈ L, insbesondere L �= ∅.
Ansonsten gibt es einen noch nicht numerierten Vorgänger v2 von
v1. Da G kreisfrei ist, muß die Folge v0, v1, v2, . . . mit einem vi mit
indeg[vi] = 0 abbrechen. ✷

Lösung zu Aufgabe 3.7

(a) Ist der maximale Grad eines Graphen gleich ∆, dann kann jede
Zusammenhangskomponente (die Richtung der Pfeile ist für die-
se Aufgabe unerheblich) des Graphen mit ∆ + 1 Farben durch
einen Wellenfront-Algorithmus gefärbt werden. Die erste Ecke
bekommt eine beliebige Farbe. Alle folgenden Ecken färbt man
so, daß die Färbungseigenschaft nicht verletzt wird. Da die Ecke
höchstens ∆ viele Nachbarn hat, die zusammen nicht mehr als ∆

verschiedene Farben besitzen, gibt es immer eine verbleibende
Farbe, mit der die neue Ecke gefärbt werden kann.
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(b) Sei G = (V, R). Sei l die Länge des längsten elementaren Weges
in G. Wir definieren für alle v ∈ V :

f(v) := max
{

|w|
w ist elementarer Weg,
α(w) = v

}

Behauptung: f ist eine (l + 1)-Färbung auf G.

Beweis: Offenbar ist f(V) ⊂ {0, 1, . . . , l}. Es werden also nur
l + 1 Farben vergeben. Nachzuweisen bleibt, daß benachbarte
Ecken nie dieselbe Farbe erhalten.

Seien v, v ′ benachbart, o. E. (v, v ′) ∈ R. Sei f(v) = f(v ′) = k. Seien

w = (v = v0, v1, . . . , vk)

w ′ = (v ′ = v ′
0, v

′
1, . . . , v

′
k)

die zugeordneten elementaren Wege, notiert durch ihre Spur. Wä-
re v nicht in der Spur von w ′, so wäre

(v, v ′) ◦w ′

ein elementarer Weg der Länge k + 1 von v aus im Widerspruch
zur Definition. Also gilt v = v ′

j für ein j. Insbesondere ist v von v ′

durch den Weg (v ′ = v ′
0, v

′
1, . . . , v

′
j = v) erreichbar. Dann ist aber

(v ′ = v ′
0, v

′
1, . . . , v

′
j = v) ◦ (v, v ′) ein Kreis in G. Widerspruch. ✷

Lösung zu Aufgabe 3.8

a. Färbe die Ecken in beliebiger Reihenfolge mit den Farben {1, 2, . . . , k+
1}. Da jede Ecke höchstens k Nachbarn hat, die höchstens k ver-
schiedene Farben belegen, steht jeweils mindestens eine gültige
Farbe zur Verfügung.

b. Zu Färbungen f1 von G1 und f2 von G2 ist die Färbung f : v �→
(f1(v), f2(v)) eine gültige Färbung für den Vereinigungsgraphen.

Lösung zu Aufgabe 3.9

a. Für k ≥ 2 ist der Kk kritisch k-chromatisch.

b. Die Kreise ungerader Länge sind kritisch 3-chromatisch.

Lösung zu Aufgabe 3.10

Betrachte zunächst Algorithmus A.5, der auf einem schwach zusam-
menhängenden Graphen G = (V, R) mit einer beliebigen Ecke v0 ∈ V

als zuerst zu besuchende Ecke aufgerufen werde.
(i) Behauptung: Algorithmus A.5 hat eine Laufzeit in O(|R|).
Beweis: Jeder Pfeil (v,w) wird nur beim Pfeilbüschel B−(w) er-

forscht, und die Prozedur wird für jede Ecke höchstens ein Mal auf-
gerufen.

(ii) Behauptung: Auf einem stark zusammenhängenden Graphen
wird jede Ecke als erreicht markiert. Jede Ecke hat genau einen ausge-
henden roten Pfeil.
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Algorithmus A.5 Algorithmus zur Markierung der Pfeile.

ERFORSCHE(w)
1 for alle r ∈ B−(w) do
2 setze v← α(r)
3 if v ist noch nicht erreicht then
4 färbe (v,w) rot
5 markiere v als erreicht
6 ERFORSCHE(v)
7 else
8 färbe (v,w) blau
9 end if

10 end for

Beweis: Angenommen, eine Ecke v sei nicht erreicht. Dann gibt es
keine Ecke w ∈ N(v), die erreicht ist, andernfalls wäre beim Erforschen
von w auch über den Pfeil (v,w) die Ecke v erreicht worden. Induk-
tiv folgt, daß keine Ecke in EG(v) erreicht sein kann. Wegen des starken
Zusammenhangs gilt EG(v) = V , also ist gar keine Ecke erreicht, Wider-
spruch. – Da beim Besuch der Ecke ein ausgehender Pfeil rot markiert
wird, folgt die zweite Behauptung.

(iii) Für jede Ecke v ∈ V gibt es einen Pfad von v nach v0, der nur
rote Pfeile nutzt.

Beweis: Starte in v und laufe von der gerade aktuellen Ecke jeweils
dem ausgehenden roten Pfeil nach weiter zur nächsten Ecke. Dieser
Lauf endet entweder in v0, womit die Behauptung gezeigt wäre, oder
er endet mit einem Kreis aus roten Pfeilen, der v0 nicht enthält.

Sei nun w die Ecke des Kreises, die von Algorithmus ERFORSCHE
zuerst erforscht wird, r der entsprechende Pfeil. Dann wird r rot ge-
färbt, liegt aber nicht im Kreis, folglich gehen von w zwei verschiedene
rot gefärbte Pfeile aus. Widerspruch.

Nach Ermittlung der Markierungen werde auf den Graphen der Al-
gorithmus A.6 angewandt.

Algorithmus A.6 Algorithmus zum Durchlaufen

DURCHLAUFE-EULER-KREIS

Input: durch ERFORSCHE markierter Graph G

1 markiere alle Pfeile als nicht durchlaufen
2 wähle aktuelle Ecke v← v0
3 while es gibt ungenutzte Pfeile in B+(v) do
4 if es gibt ungenutzten blauen Pfeil r ∈ B+(v) then
5 durchlaufe r

6 else
7 durchlaufe roten Pfeil r ∈ B+(v)
8 end if
9 setze v← ω(r)

10 end while

Es bleibt zu zeigen: Wenn der Graph Eulersch ist, dann durchläuft
Algorithmus A.6 jeden Pfeil genau einmal. (Umgekehrt ist klar, wenn



132 A Lösungen zu den Übungsaufgaben

der Algorithmus alle Pfeile durchläuft und mit dem Durchlauf im Aus-
gangspunkt endet, ist der Graph Eulersch.)

Wir bezeichnen mit L den Graphen, der durch die roten Pfeile indu-
ziert wird. Für v ∈ V werde mit dv die Distanz zu v0 bezeichnet, d.h.
die Anzahl der roten Pfeile auf dem Pfad von v nach v0.

Es ist klar, daß kein Pfeil zweimal durchlaufen wird. Wegen der
Gradbedingung g−(v) = g+(v) für einen Eulerschen Graphen kann je-
de besuchte Ecke auch wieder verlassen werden; der Durchlauf endet
daher in der Ecke v0.

Wir zeigen: Für jedes v ∈ V wird jeder Pfeil in B+(v) durchlaufen.
Induktion nach dv. Für dv = 0 ist v = v0. Da der Algorithmus

endete, wurden alle Pfeile in B+(v) durchlaufen. – Sei die Behauptung
für d gezeigt, und sei dv = d + 1. Betrachte den roten von v ausgehen-
den Pfeil r = (v,w). Dann ist dw = d. Alle von w ausgehenden Pfeile
wurden nach I.V. durchlaufen, wegen der Gradgleichheit also auch al-
le eingehenden Pfeile, insbesondere auch r. Da der rote Pfeil zuletzt
gewählt wird, folgt, daß alle Pfeile in B+(v) durchlaufen sein müssen.

Lösung zu Aufgabe 3.11

„⇒“ Jeder Hamiltonsche Kreis in G ist auch einer in G ′.

„⇐“ Sei G ′ Hamiltonsch.

Annahme, G sei nicht Hamiltonsch.

Da G ′ Hamiltonsch ist, gibt es einen elementaren Weg w in G ′,
der jede Ecke genau einmal berührt, etwa w = [v1, . . . , vn] mit
O.B.d.A. v1 = u und vn = v.

Betrachte die Mengen

A = { vi : 3 ≤ i ≤ n − 1 und (u, vi) ∈ E }

B = { vi : 3 ≤ i ≤ n − 1 und (v, vi−1) ∈ E }

Da (u, v) /∈ E gilt |A|+|B| ≥ d(u)+d(v)−2 ≥ n−2. Wegen |A∪B| ≤
n − 3 gibt es vi ∈ A ∩ B, also (u, vi) ∈ E und (v, vi−1) ∈ E. Dann
ist aber w ′ := [u = v1, . . . , vi−1, vn = v, vn−1, . . . , vi, v1 = u] ein
Hamiltonscher Kreis in G. Widerspruch! ✷

Lösung zu Aufgabe 3.12

a. Für 1 ≤ n ≤ 4 ist der Kn eine gültige Lösung. Abbildung A.1
zeigt den Graphen Gn für den Fall, daß n = 2m gerade ist. Falls
n = 2m − 1 ungerade ist, ist die Ecke wm zu entfernen, und die
Kante (v1, wm) durch (v1, vm) zu ersetzen. Man überzeuge sich,
daß die Anzahl der Kanten gleich 2n − 2 ist.

Seien s, t ∈ V gegeben. Es ist zu zeigen, daß es einen hamilton-
schen Weg von s nach t gibt.

Im ersten Fall gelte {s, t} = {vi, wi} oder {wi, vi+1} für ein i. Dann
liegen s und t benachbart auf dem in der Abb. A.1 unten darge-
stellten hamiltonschen Kreis (v1, w1, v2, w2, . . . , vm, wm, v1). Die
Lösung ergibt sich durch Entfernen der Kante (s, t) aus dem Kreis.

Nun seien i und j so gewählt, daß gilt s ∈ {vi, wi}, t ∈ {vj, wj}

und j > i. Das ist durch Vertauschen von s und t immer möglich.
Durch i und j sind folgende drei Teilwege im Graphen festgelegt
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vmv1 vi

w1 wi wj wm

vj
a

c

b

a ′

c ′
b ′

v1

w1 wi
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vi+1

vi+1

wj−1

Abbildung A.1:
Zum Beweis von Aufga-
be 3.12.

(die Wege sind in Abb. A.1 oben mit dicken Linien ausgezeich-
net):

• der Weg l = (vi, vi−1, . . . , v1, w1, w2, . . . , wi) von vi nach wi,
der genau die Knoten mit Indizes im Bereich {1, . . . , i} be-
sucht,

• der Weg m = (vi+1, wi+1, vi+2, wi+2, . . . , vj−1, wj−1) von vi+1

nach wj−1, der genau die Knoten mit Indizes im Bereich {i+
1, . . . , j−1} besucht (für den Fall j = i+1 ist dieser Weg leer),

• der Weg r = (vj, vj+1, . . . , vm, wm, wm−1, . . . , wj) von vj
nach wj, der genau die Knoten mit Indizes im Bereich {j, . . . ,m}

besucht (falls n = 2m − 1 ungerade ist, entfällt der Kno-
ten wm in r).

In der Abbildung sind ferner die Kanten a = (vi, vi+1), b =
(wi, vi+1), b ′ = (wj−1, vj) und c ′ = (wj−1, wj) dargestellt. Für
die Lage von s und t verbleiben folgende Fälle (falls m der leere
Weg ist, entfallen die eingeklammerten Teilwege in der Lösung):

• s = vi, t = vj: Der Weg l ◦ (b ◦ m) ◦ c ′ ◦ r−1 von s nach t ist
hamiltonsch.

• s = vi, t = wj: Der Weg l ◦ (b ◦ m) ◦ b ′ ◦ r von s nach t ist
hamiltonsch.

• s = wi, t = vj, j > i + 1: Der Weg l−1 ◦ a ◦m ◦ c ′ ◦ r−1 von s

nach t ist hamiltonsch.

• s = wi, t = wj: Der Weg l−1 ◦ a ◦ (m ◦ b ′) ◦ r von s nach t ist
hamiltonsch.

b. Sei G = (V, E) ein hamiltonsch zusammenhängender Graph. Wäh-
le eine beliebige Kante e = (v1, v2) ∈ E. Da G hamiltonsch zusam-
menhängend ist, gibt es einen hamiltonschen Weg w in G von v1
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nach v2, und da G mehr als zwei Ecken enthält, benutzt w nicht
die Kante e. Der Weg w ◦ e ist dann ein hamiltonscher Kreis.

Lösung zu Aufgabe 3.13

a. Ist eine Folgerung aus Teilaufgabe b.

b. Betrachte den reduzierten Graphen. Er besteht aus q Ecken und
ist schwach zusammenhängend, nach Lemma 5.6 der Vorlesung
enthält er mindestens q−1 Pfeile. Diese Pfeilmenge kann injektiv
auf Pfeile zwischen starken ZK in G abgebildet werden.

Betrachte eine starke Zusammenhangskomponente Z mit |Z| ≥ 2.
Da alle Ecken gegenseitig erreichbar sind, hat jede Ecke minde-
stens einen einlaufenden Pfeil. Dieser entspringt in einer ande-
ren Ecke von Z, sonst trüge er nichts zur Erreichbarkeit innerhalb
von Z bei. Somit finden sich in jeder starken Zusammenhangs-
komponente Z mindestens |Z| viele weitere Pfeile.

Summierung liefert als untere Schranke für die Anzahl der Pfeile
in G:

|R| ≥ (q − 1) +

p∑
i=1

|Zi| = q − 1 + |V | − (q − p) = |V | − 1 + p .

Lösung zu Aufgabe 3.14

Fallunterscheidung:
Für dG(v1, v3) = −∞ ist nichts zu zeigen.
Sei dG(v1, v3) ∈ R. Falls v2 /∈ EG(v1) oder v3 /∈ EG(v2), ist einer der

Terme auf der rechten Seite gleich +∞ und nichts zu zeigen. Andern-
falls sind die Mengen Wv1,v2

und Wv2,v3
nicht leer. Da für zwei Wege

w1 ∈ Wv1,v2
und w2 ∈ Wv2,v3

deren Konkatenation w1 ◦w2 ∈ Wv1,v3

erfüllt, und ferner l(w1 ◦w2) = l(w1) + l(w2) gilt, folgt

inf{ l(w) | w ∈ Wv1,v3
} ≤ inf{ l(w) | w ∈ Wv1,v2

} + inf{ l(w) | w ∈ Wv2,v3
} .

Für dG(v1, v3) = +∞ ist v3 /∈ EG(v1). Wäre v2 ∈ EG(v1) und gleich-
zeitig v3 ∈ EG(v2), dann auch v3 ∈ EG(v1) im Widerspruch zur Annah-
me. Also ist einer der Terme dG(v1, v2) oder dG(v2, v3) gleich +∞ und
die Ungleichung gilt.

Lösung zu Aufgabe 3.15

„⇐“: Zu zeigen: für beliebige Ecken v,w und Kante e ist nach Entfer-
nen der Kante e der Knoten w von v aus erreichbar. Wenn der Weg
von v nach w im Ausgangsgraphen die Kante e nicht benutzt, ist nichts
zu zeigen. Andernfalls kann in dem Weg e durch das Teilstück des
Kreises, auf dem e liegt, ersetzt werden.

„⇒“: Betrachte eine Kante e = (v,w), die nicht auf einem Kreis liegt.
Wäre nach Entfernen von e die Ecke w noch von v aus über einen Weg k

erreichbar, so bildete k zusammen mit e einen Kreis. Widerspruch.
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Lösung zu Aufgabe 3.16

a. Sei χ := χ(G). Wähle eine Teilmenge von 1 ≤ k < χ(G) Farbklas-
sen. V1 enthalte genau die Knoten, die mit den gewählten k Far-
ben gefärbt sind. Dann ist offenbar χ(G[V1]) ≤ k und χ(G[V2]) ≤
χ − k. Gleichzeitig ist aber χ(G[V1]) ≥ k: eine Färbung von G[V1]
mit weniger als k Farben würde zusammen mit der (χ−k)-Färbung
von G[V2] eine Färbung von G mit weniger als χ Farben induzie-
ren. Ebenso ist χ(G[V2]) ≥ χ − k.

b. Betrachte eine maximale Clique V1 mit k Knoten. Angenommen,
G[V2] wäre (χ − k)-färbbar. Dann induzierte diese Färbung zu-
sammen mit der k-Färbung von V1 eine gültige χ-Färbung von G.
In dieser Färbung kommen die k Farben, die in der Clique ver-
wendet werden, außerhalb der Clique nicht vor, die Farbklassen
sind also einelementig.

Wähle einen Knoten x ∈ V1, eine Farbe f, die in V2 vorkommt,
und die (nichtleere) Menge T der Nachbarn von x in V2, die mit
Farbe f gefärbt sind. Da die Clique maximal ist, gibt es zu jedem
Knoten t ∈ T einen Knoten t ′ ∈ V1, der nicht zu t adjazent ist.
Färbe t mit der Farbe von t ′. Nun kann x mit Farbe f gefärbt
werden, wodurch die ursprüngliche Farbklasse von x leer wird.
Dies ergibt eine (χ − 1)-Färbung von G. Widerspruch.

Kapitel 4

Lösung zu Aufgabe 4.1

Es gilt stets G ′ := Tu ◦ Tv ◦G = Tv ◦ Tu ◦G =: G ′′.
Beweis: Es genügt zu zeigen, daß (x, y) ∈ G ′ ⇒ (x, y) ∈ G ′′. Sei

daher (x, y) ∈ G ′.
Falls (x, y) ∈ Tv ◦ G, so folgt (x, y) ∈ G ′′ aus G 	 Tu ◦ G und der

Monotonieeigenschaft der Tripeloperatoren:

G 	 Tu ◦G⇒ Tv ◦G 	 Tv ◦ Tu ◦G = G ′′.

Sonst ist (x, y) /∈ Tv ◦G. Nach Definition des Tripeloperators Tu gilt
dann entweder (x, y) = (u, u) oder

(x, u) ∈ Tv ◦G ∧ (u, y) ∈ Tv ◦G.

Falls (x, y) = (u, u), so gilt offenbar (u, u) ∈ G ′′. Ansonsten:

1. Fall: (x, u) ∈ G ∧ (u, y) ∈ G Dann ist (x, y) ∈ Tu◦G, also auch (x, y) ∈
Tv ◦ Tu ◦G = G ′′.

2. Fall: (x, u) ∈ G ∧ (u, y) /∈ G Dann gilt nach Definition von Tv: (u, v) ∈
G und (v, y) ∈ G. In diesem Fall gilt:

(x, u) ∈ G ∧ (u, v) ∈ G⇒ (x, v) ∈ Tu ◦G

(x, v) ∈ Tu ◦G ∧ (v, y) ∈ G⇒ (x, v) ∈ Tu ◦G ∧ (v, y) ∈ Tu ◦G⇒ (x, y) ∈ Tv ◦ Tu ◦G = G ′′.

3. Fall: (x, u) /∈ G ∧ (u, y) ∈ G Analog zum 2. Fall.
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4. Fall: (x, u) /∈ G ∧ (u, y) /∈ G Dann ist (x, v) ∈ G und (v, u) ∈ G, so-
wie (u, v) ∈ G und (v, y) ∈ G.

(x, v) ∈ G ∧ (v, y) ∈ G⇒ (x, y) ∈ Tv ◦G⇒ (x, y) ∈ Tv ◦ Tu ◦G = G ′′.

Lösung zu Aufgabe 4.2

Sei ein gerichteter kreisfreier Graph G = (V, R) gegeben. Da G kreisfrei
ist, gibt es eine topologische Sortierung, d. h. wir können o. E. die Ecken
so sortieren, daß gilt

r = (vi, vj) ∈ R⇒ i < j. (A.2)

Seien nun G1 = (V, R1) und G2 = (V, R2) zwei verschiedene irredu-
zible Kerne von G. Dann ist die Menge R1\R2 nicht leer. Sei r1 = (vi, vj)
beliebig gewählt.

Da r1 /∈ R2, aber r1 ∈ R, gibt es in G2 einen Weg w2 aus mindestens
zwei Pfeilen mit α(w2) = vi und ω(w2) = vj. Sei vm eine beliebige
Ecke auf diesem Weg. Aus Gleichung A.2 folgt mit Induktion

i < m < j. (A.3)

Betrachte nun den Teilweg w ′
2 von w2 mit α(w ′

2) = vi und ω(w ′
2) =

vm. Dieser Weg w ′
2 ist auch ein Weg in G, also muß es im irredu-

ziblen Kern G1 einen Weg w ′
1 geben, mit α(w ′

1) = vi und ω(w ′
1) = vm.

Der Weg w ′
1 kann wegen Gleichung A.3 nicht über den Pfeil r1 führen.

Analog folgt die Existenz eines Weges w ′′
1 in G1 mit α(w ′′

1 ) = vm und
ω(w ′′

1 ) = vj, der ebenfalls nicht über r1 führen kann.
Somit besteht zu r1 in G1 der Umweg w ′

1 ◦ w ′′
1 , und der Pfeil r1 ist

redundant im Widerspruch zur Annahme. ✷

Lösung zu Aufgabe 4.4

Da G stark zusammenhängend ist, muß jede Ecke in G∗ Innengrad min-
destens 1 haben, also folgt |R∗| ≥ |V |.

Wähle eine beliebige Ecke v ∈ V . Nun konstruiere Gout = (V, Rout)
als spannenden Wurzelbaum von G∗ mit Wurzel v, ebenso Gin = (V, Rin)
als spannenden Wurzelbaum von G−1

∗ mit Wurzel v.
Beide Bäume haben je |V | − 1 Pfeile. Mit R ′ := Rout ∪ R−1

in folgt |R ′| ≤
2(|V | − 1).

Offenbar ist G ′ = (V, R ′) Partialgraph von G∗. Wegen EGout(v) = V

einerseits und v ∈ EG−1
in

(v ′) für alle v ′ ∈ V andererseits ist G ′ stark zu-
sammenhängend. Somit gilt sogar Gleichheit G ′ = G∗, denn andern-
falls fänden sich in R∗ \ R ′ noch redundante Pfeile.

Kapitel 5

Lösung zu Aufgabe 5.1

Wir nennen eine Kante, die keine Brücke ist, eine innere Kante.

„1⇒ 2“ Sei G unizyklisch. Dann ist G zusammenhängend. Wähle eine
Kante e auf dem Kreis. Durch Entfernen von e entsteht ein kreis-
freier Graph, der immer noch zusammenhängend ist. Dies ist ein
Baum.
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„2⇒ 3“ Sei G − e ein Baum. Dann ist G − e zusammenhängend und
besteht aus |V | − 1 Kanten. Durch Hinzunahme von e bleibt der
Zusammenhang erhalten, und es gilt |E| = |V |.

„3⇒ 4“ Da |E| = |V | ist, ist G kein Baum. Also gibt es innere Kan-
ten. Da der Zusammenhang durch Entfernen einer inneren Kante
nicht zerstört wird, liegt sie auf einem Kreis. Gleichzeitig ent-
steht aber durch Wegnehmen einer beliebigen inneren Kante ein
zusammenhängender Graph mit |V | − 1 Kanten, also ein Baum.
Dieser ist kreisfrei. Folglich müssen alle inneren Kanten auf dem-
selben elementaren Kreis liegen, da sonst nach Wegnehmen einer
inneren Kante noch ein Kreis verbliebe. – Alle Kanten auf diesem
Kreis sind innere Kanten, da eine Brücke nicht auf einem Kreis
liegen kann.

„4⇒ 1“ Sei G ein zusammenhängender Graph, dessen innere Kanten
auf einem elementaren Kreis liegen. In G kann es keinen zweiten
Kreis geben, denn Brücken können nicht auf einem Kreis liegen.
Somit hat G genau einen Kreis, ist also unizyklisch. ✷

Lösung zu Aufgabe 5.2

(a) Die Aussage ist richtig und folgt aus Satz 5.18:

Da bei der Definition des MST für gerichtete Graphen die Rich-
tung der Pfeile „neutralisiert“ wird, gilt Satz 5.18 analog auch für
gerichtete Graphen.

Sei nun r∗ ∈ σ(A,B) eine leichteste Kante im Schnitt. Mit R ′ = ∅

gilt R ′ ⊆ R und R ′ ∩ σ(A,B) = ∅

Damit folgt nach Satz 5.18, daß r∗ sicher ist für R ′, d.h. es gibt
einen MST T mit R ′ ∪ r∗ = r∗ ⊆ T . ✷

(b) Die Behauptung ist falsch. Im folgenden Gegenbeispiel ist TA =
(A, {r1}) MST von G[A] und TB = (B,∅) MST von G[B]. Der MST
von G ist aber T = (V, {r2, r3}), also TA �	 T .

B

A

c(r3) = 1c(r2) = 1

c(r1) = 3

Lösung zu Aufgabe 5.3

Widerspruchsannahme: Der Greedy-Algorithmus liefere für jede Ge-
wichtsfunktion c : S → R eine maximale unabhängige Menge M∗ ∈ F
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mit minimalem Gewicht c(M∗), aber U ist kein Matroid.
Wir konstruieren nun eine Gewichtsfunktion und zeigen, daß es

für diese Funktion eine maximale unabhängige Menge M ′ gibt mit
c(M ′) < c(M∗).

Da U kein Matroid ist gibt es nach Lemma 5.10 ein A ⊆ S, sowie
D,E ∈ F mit D, E sind maximal bzgl. A und n := |D| > |E| =: m. Sei
nun c : S→ R definiert durch

c(e) :=




−(1 + ε) für e ∈ E, wobei 0 ≤ ε < 1
m

−1 für e ∈ D − E

0 sonst

da n ≥ m + 1 gilt:

c(E) =
∑
e∈E

c(e) > m(−1 −
1

m
) = −(m + 1) > −n ≥

∑
d∈D

c(d) = c(D)

Sei Mk die Menge nach dem Hinzufügen des kten Elements durch den
Algorithmus (vgl. Beweis zu Satz 5.13).

Nach der Sortierung der Elemente von S im ersten Schritt des Algo-
rithmus gilt e1, . . . , em ∈ E aufgrund der Konstruktion von c. Folglich
ist M1 = {e1} ⊆ E. Induktiv folgt weiter, daß Mi = Mi−1 + ei für
i = 2, . . . ,m , da Mi−1 + ei ⊆ E ∈ F und mit Unabhängigkeitssystem
U gilt Mi−1 + ei ∈ F .

Dies impliziert E = Mm ⊆ M∗ und somit c(M∗) ≤ c(E) nach Kon-
struktion von c. Gleichzeitig gilt: M∗ ∩ (D − E) = ∅, denn gäbe es ein
e ∈ M∗ ∩ (D−E), dann wäre (E+ e) ⊆ M∗ ∈ F und mit Definition von
U wäre (E + e) ∈ F im Widerspruch zur Maximalität von E bzgl. A.

Da M∗∩(D−E) = ∅, folgt c(M∗−E) = 0 und somit c(M∗) = c(E) >

c(D).
Da D ∈ F , existiert eine maximale unabhängige Menge M ′ ⊇ D

mit c(M ′) = c(D) < c(E) = c(M∗) im Widerspruch zur Minimalität
von c(M∗). ✷

Lösung zu Aufgabe 5.4

(a) Wir betrachten folgenden Algorithmus:

Zur Laufzeit: der Algorithmus verwendet die Union-Find-Datenstrukturen,
wie sie in der Vorlesung erwähnt wurden. Es werden n MA-
KESET-Operationen und 3m UNION- und FINDSET-Operationen
durchgeführt, was nach Vorlesung in einer Laufzeit von O(3m ·
α(3m,n)) = O(mα(m,n)) möglich ist.

(b) Idee: Kruskal-Algorithmus. Wir sortieren die Pfeile in linearer
Zeit nach ihrem Gewicht. Das ist möglich, weil die Gewichtungs-
funktion nur Werte in {1, . . . , n} annimmt. Dann werden die Pfei-
le der Reihe nach in den Baum eingefügt. Der Test auf Kreis-
freiheit wird wieder mit Union-Find-Datenstrukturen durchge-
führt, denn offenbar schließt eine Kante genau dann einen Kreis,
wenn Anfangs- und Endecke bereits in derselben Zusammen-
hangskomponente des Waldes liegen.

Laufzeit: es werden n MAKESET-Operationen und weniger als
3m andere Operationen durchgeführt, was die Behauptung zeigt.

✷
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Algorithmus A.7 Ermittlung von schwachen Zusammenhangskompo-
nenten
BESTIMME KOMPONENTEN SCHWACHEN ZUSAMMENHANGS

Input: Ein Graph G = (V, R)

1 for all v ∈ V do {Initialisierung}

2 MAKESET(v)
3 Korb(v)← ∅

4 eingekorbt(v)← false
5 end for
6 for all r = (v,w) ∈ R do {Verschmelzung der ZK}

7 UNION(v,w)
8 end for
9 for all r ∈ R do {Sammeln der nicht isolierten Ecken in Körben}

10 Korb(FINDSET(α(r)))← Korb(FINDSET(α(r))) ∪ {α(r),ω(r)}
11 eingekorbt(α(r))← eingekorbt(ω(r))← true
12 end for
13 for all v ∈ V do {Ausgabe}

14 if Korb(v) �= ∅ then
15 Gib alle Ecken in Korb(v) als eine ZK aus
16 else if eingekorbt(v) = false then
17 Gib {v} als eine ZK aus
18 end if
19 end for

Algorithmus A.8 Routine zur MST-Berechnung

BERECHNE MST
Input: Ein Graph G = (V, R, α,ω),

eine Pfeilbewertungsfunktion c : R→ {1, . . . , n}

1 for all v ∈ V do {Initialisierung}

2 MAKESET(v)
3 end for
4 for all i = 1, . . . , n do
5 Korb(i)← ∅

6 end for
7 for all r ∈ R do {Pfeile sortieren}

8 Korb(c(r))← Korb(c(r)) ∪ {r}

9 end for
10 for all i = 1, . . . , n do
11 for all r ∈ Korb(i) do
12 if FINDSET(α(r)) �= FINDSET(ω(r)) then
13 T ← T ∪ {r} {Pfeil in MST aufnehmen}

14 UNION(α(r),ω(r)) {Zusammenhang updaten}

15 end if
16 end for
17 end for
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Lösung zu Aufgabe 5.5

a. Die erste Ungleichung ist klar nach Definition. Zur Ungleichung
d ≤ 2r: sei z ∈ V eine Ecke des Zentrums, also e(z) = r(G). Dann
gilt für alle Eckenpaare v,w ∈ V : d(v,w) ≤ d(v, z) + d(z,w) ≤
r + r ≤ 2r.

b. Seien r und d gegeben. Konstruiere einen Graphen wie in Abb. A.2
gezeigt. Der Graph besteht aus einem Kreis der Länge 2b, wobei
b := 2r − d ≥ 0 gewählt wird. An jeder Ecke des Graphen werde
ein Pfad der Länge a := d − r ≥ 0 angehängt.

Wegen der Symmetrie genügt es, die Exzentrizitäten nur für die
Ecken auf einem der Pfade, etwa dem Pfad von w0 nach v0, zu un-
tersuchen. Offenbar ist für alle Ecken dieses Pfades die Ecke wb

die am weitesten entfernteste. Damit ist

e(w0) = d(w0, wb) = a + b + a = (d − r) + (2r − d) + (d − r) = d und
e(v0) = d(v0, wb) = b + a = (2r − d) + (d − r) = r .

Für alle anderen Ecken auf dem Pfad liegt die Exzentrizität zwi-
schen diesen Extremen.

Sonderfälle:

• Für d = 2r wird a = r und b = 0. Der Graph degeneriert
zu einem Pfad der Länge 2r. Die zentrale Ecke hat Exzen-
trizität r, die beiden Endecken des Pfades haben Exzentrizi-
tät 2r = d.

• Für d = 2r − 1 wird a = r − 1 und b = 1. Der Kreis de-
generiert zu einer Kante. Damit ist der Graph ein Pfad der
Länge 2r − 1. Die beiden zentralen Ecken haben Exzentri-
zität r, die beiden Endecken des Pfades haben Exzentrizi-
tät 2r − 1 = d.

• Für d = r wird a = 0 und b = r. Der Graph degeneriert zu
einem Kreis der Länge 2r. Jede Ecke hat gleiche Exzentrizi-
tät r.

v0

w0

wbvb

Abbildung A.2:
Zum Beweis von Aufga-
be 5.5.
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Lösung zu Aufgabe 5.6

a. Da r(G) <∞, gibt es eine Ecke v mit endlicher Exzentrizität e(v).
Diese Ecke hat Außengrad g+(v) = 0 (andernfalls wäre v vom
Endpunkt des ausgehenden Pfeiles nicht erreichbar im Wider-
spruch zur endlichen Exzentrizität). Damit gilt EG(v) = ∅ und
folglich e(v ′) =∞ für alle v ′ �= v.

b. Sei v ein innerer Knoten von T . Da die Menge der Knoten { x |

dT (x, v) = e(v) } nur Blätter enthält, erniedrigt sich die Exzentri-
zität von v beim Entfernen der Blätter. Andererseits liegt auf dem
Pfad von x nach v in T nur ein Blatt (nämlich x), daher erniedrigt
sich die Länge des Pfades um eins. Damit gilt: die Exzentrizi-
tät aller inneren Knoten von T wird beim Entfernen der Blätter
gleichmäßig um 1 erniedrigt. Nach Definition nimmt auch der
Radius um 1 ab. Das Zentrum bleibt also gleich, falls nicht Kno-
ten daraus entnommen wurden.

Solange innere Knoten vorhanden sind (das ist äquivalent zu der
Bedingung |V | ≥ 3), enthält das Zentrum keine Blätter: die Exzen-
trizität des Nachbarn eines Blattes ist immer um 1 kleiner als die
des Blattes selbst.

c. Das Entfernen von Blättern zerstört den Zusammenhang im Rest-
graphen nicht, der Restgraph bleibt also ein Baum. Solange |V | ≥
3, kann daher das Entfernen wiederholt angewandt werden. Das
Verfahren endet, wenn |V | ≤ 2, also mit zwei adjazenten Ecken
oder einer einzelnen Ecke, die dann das Zentrum darstellen.

Bei allgemeinen Bewertungen ist schon die Aussage in Aufgabe b
nicht mehr gültig (betrachte etwa Weg der Kantengewichte 1, 1,
2). Die Aussage in Aufgabe c wird etwa bei dG ≡ 0 falsch.

Lösung zu Aufgabe 5.7

a. Bemerkung: Zum Beweis wird das Ergebnis von Aufgabe 5.8 vor-
ausgesetzt.

Sei T ein Baum, der vom Kruskal-Algorithmus berechnet wird,
und sei L(T) = (c(e1), . . . , c(em)). Sei ferner T ′ ein weiterer MST
mit L(T ′) = (c(e ′

1), . . . , c(e
′
m)). Wegen der Sortierung durch den

Algorithmus ist Mk = {e1, . . . , ek} für alle k. Mit Aufgabe 5.8 folgt
dann

c(ek) = cmax(Mk) ≤ cmax({e
′
1, . . . , e

′
k}) = c(e ′

k) für alle k = 1, . . . ,m,

(A.4)

und da beide Bäume gleiches Gewicht haben, folgt mit
∑

k c(ek) =∑
k c(e ′

k) die Gleichheit

c(ek) = c(e ′
k) für alle k = 1, . . . ,m , (A.5)

also auch L(T) = L(T ′).

b. Durch die Injektivität folgt aus der Eindeutigkeit der sortierten
Gewichtslisten auch die Eindeutigkeit der Kantenmenge selbst.
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c. Sei c1 ≤ · · · ≤ cp die sortierte Liste der im Graphen auftretenden
Pfeilgewichte. Wir bezeichnen mit Gi den Bottleneck-Graphen
zum Gewicht ci.

Wir zeigen nun durch Induktion: Der Wegwerf-Algorithmus (WWA)
findet einen minimalen spannenden Wald in Gi.

Induktionsanfang: Für i = 1 besteht der Graph nur aus gleich-
schweren Kanten. Der WWA endet mit einem Wald, und da er
nur Kanten entfernt, falls sie einen Kreis bilden, erhält er die
Spann-Eigenschaft, terminiert also mit einem spannenden Wald.
Da nach den Matroid-Eigenschaften alle spannenden Wälder glei-
che Kardinalität haben, folgt die Behauptung für i = 1.

Induktionsschluß: Sei die Behauptung für alle j ≤ i gezeigt.
Betrachte Gi+1. Bezeichne mit C ′ die Menge der Kreise, deren
schwerste Kanten Gewicht ci+1 tragen, und mit C die Menge der
übrigen Kreise. Beim Betrachten eines Kreises aus C ′ ist für die
Entscheidung, welche Kante entfernt werden soll, allein die Men-
ge der involvierten Kanten vom Gewicht ci+1 ausschlaggebend.
Diese ist unveränderlich, wenn leichtere Kanten aus dem Gra-
phen entfernt werden (evtl. wird der betrachtete Kreis durch Um-
wege länger). Also können wir annehmen, daß der WWA in einer
ersten Phase die Kreise in C betrachet und in einer zweiten Phase
die Kreise in C ′.

Beim Betrachten der Kreise in C spielen Kanten vom Gewicht ci+1

keine Rolle; der WWA arbeitet während der ersten Phase in Gi+1

genauso wie in Gi, akzeptiert also eine Menge von Kanten in Gi,
die einen spannenden Wald in Gi ergeben; dieser ist gewichtsmi-
nimal nach Induktionsvoraussetzung. Nach Konstruktion termi-
niert der WWA nach der zweiten Phase mit einem spannenden
Wald von Gi+1.

Der Kruskal-Algorithmus auf Gi+1 findet zunächst einen MSF
auf Gi und ergänzt diesen zu einem MSF in Gi+1. Durch Ver-
gleich der Kantenzahlen ergibt sich, daß der vom WWA gefunde-
ne spannende Wald ebenfalls minimal ist.

Lösung zu Aufgabe 5.8

Wir zeigen, daß der vom Kruskal-Algorithmus im k-ten Schritt erzeug-
te Wald Mk kleinstes Flaschenhalsgewicht unter allen k-elementigen
Kantenmengen hat, also

cmax(Mk) = min{ cmax(M) | |M| = k } für alle k = 1, . . . ,m . (A.6)

Für k = 1 ist die Behauptung richtig, da der Algorithmus das leich-
teste Element wählt.

Sei die Behauptung für k gezeigt. Sei Mk+1 = Mk + e die Kanten-
menge, die der Algorithmus im nächsten Schritt wählt. Widerspruchs-
annahme: Es gibt eine Menge M ∈ F mit |M| = k + 1, aber cmax(M) <

cmax(Mk+1) = c(e).
Nach den Matroideigenschaften gibt es ein e ′ ∈ M \ Mk, so daß

Mk + e ′ ∈ F. Offenbar ist c(e ′) ≤ cmax(M).
Somit folgt c(e ′) < c(e), also wurde e ′ vom Greedy-Algorithmus

in einem Schritt j < k bereits betrachtet, aber verworfen, d. h. es gilt
Mj + e ′ /∈ F.
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Gleichzeitig ist aber Mj + e ′ ⊂ Mk + e ′, und wegen Mk + e ′ ∈ F

folgt auch Mj+e ′ ∈ F. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung (A.6).

Kapitel 6

Lösung zu Aufgabe 6.1

(a) Man starte in einer beliebigen Ecke s eine DFS auf G. Nach
Satz 6.1 ist der Vorgängergraph Gπ dann ein Wald, wobei jede
schwache ZK von Gπ ein Wurzelbaum ist. Nach Satz 6.6 sind alle
Ecken aus einer ZK von G im gleichen Wurzelbaum von Gπ. Da
G stark zusammenhängt, ist Gπ somit ein Wurzelbaum. Ferner
ist Gπ ein Partialgraph von G und mit Definition 5.4 folgt: Gπ ist
spannender Wurzelbaum von G mit Wurzel s, da π(s) = NIL. ✷

(b) Sei Gπ = (V, Rπ) ein spannender Wurzelbaum von G mit Wurzel
s gemäß Teil (a).

Da Gπ spannender Baum ist, gilt: |Rπ| = |V | − 1.

Wir betrachten nun den inversen Graphen G−1 zu G. Da G stark
zusammenhängt, muß dies auch für G−1 gelten. In G−1 existiert
dann ein spannender Wurzelbaum T = (V, R ′) mit Wurzel s ge-
mäß Aufgabenteil (a). Setze

R ′′ := { (v, u) : (u, v) ∈ R ′ }.

Der Partialgraph H = (V, Rπ ∪ R ′′) von G ist dann stark zusam-
menhängend und besitzt höchstens 2(|V | − 1) Pfeile. Der starke
Zusammenhang folgt, da in H jede Ecke von s aus erreichbar ist
(wegen Gπ 	 H) und umgekehrt s von jeder Ecke aus erreich-
bar ist (da s in (V, R ′′) von jeder Ecke aus erreichbar war). Streicht
man aus H alle redundanten Pfeile (etwa nach dem Wegwerfalgo-
rithmus), so erhält man einen irreduziblen Kern von G mit höch-
stens 2|V | − 2 Pfeilen. ✷

Lösung zu Aufgabe 6.2

Wir führen eine Induktion nach der Anzahl k der grauen Ecken:
(Induktionsanfang) k = 1:
Gibt es zum Zeitpunkt d[v] nur eine graue Ecke, so wurde DFS-

VISIT(v) aus der DFS-Hauptprozedur aufgerufen. Also ist v Wurzel
und besitzt keine Vorfahren.

(Induktionsschritt) k→ k + 1:
Betrachte den Zeitpunkt, zu dem die (k + 1)-te Ecke grau gefärbt

wird. DFS-VISIT(v) wurde dann rekursiv aufgerufen. Also wurde vor
dem Aufruf π(v) = u gesetzt, wobei u grau war.

Zum Zeitpunkt d[u] gab es k graue Ecken, die nach (IV) genau die
Vorfahren von u waren. Da u der einzige direkte Vorgänger von v ist,
sind diese Ecken sowie u genau die Vorfahren von v. Da u zum Zeit-
punkt d[v] noch nicht vollständig erforscht ist, sind diese Ecken noch
grau. ✷

Nach Satz 6.1 sind die ZK von Gπ Wurzelbäume. Daher gibt es
genau einen Weg von der Wurzel s nach v und alle Ecken auf diesem
Weg sind Vorfahren von v. ✷
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Lösung zu Aufgabe 6.3

Wenn d[u] < d[v], so gilt d[u] < d[v] < f[v] < f[u], da u noch grau
ist, wenn v bereits schwarz geworden ist. Nach dem Intervallsatz ist
dann v Nachkomme von u. Somit ist r eine Forward Edge.

Sei nun d[u] > d[v]. Wäre r eine Forward Edge, so wäre v Nachkom-
me von u im DFS-Wald. Dann folgt aber nach dem Intervallsatz, daß
d[u] < d[v] < f[v] < f[u] gilt. Dies ist ein Widerspruch zu d[u] > d[v].

Die zweite Behauptung in der Aufgabe ist falsch: Wenn im folgen-
den Gegenbeispiel von s aus zuerst u und danach v entdeckt wird, ist
der Pfeil von u nach s nicht in Gπ enthalten, aber d[s] < d[u] < d[v] und
v ∈ EG(u).

s

u v

Lösung zu Aufgabe 6.4

Idee: Wir nutzen den Algorithmus 6.4, der starke Zusammenhangs-
komponenten berechnet. Jede dieser Komponenten bildet eine Ecke
im reduzierten Graphen. Bei der Ermittlung der Pfeile im reduzierten
Graphen kann man für jeden Pfeil des ursprünglichen Graphen den
entsprechenden Pfeil in den reduzierten einfügen. Dabei treten jedoch
möglicherweise Parallelen auf. Wenn man die Pfeile vorher (in linearer
Zeit) nach den Zusammenhangskomponenten sortiert hat, kann man
diese Parallelen von vornherein ausschließen.

Betrachte Algorithmus A.9. Das Sortieren nach der Nummer der
ZK der Zielecke der Pfeile sorgt dafür, daß nach Zeile 6 in der Liste L

alle Pfeile hintereinanderstehen, deren Nummer der Ziel-ZK gleich ist.
Das Sortierverfahren ist stabil. Nachdem dann nach der Nummer der
Start-ZK sortiert wurde, ist also in Zeile 11 erreicht, daß alle Pfeile mit
gleichen Anfangs- und End-ZK-Nummern hintereinander in der Liste L

stehen. Damit können in Zeile 15 Parallelen dadurch ausgeschlossen
werden, daß der aktuelle Pfeil nur mit dem zuletzt betrachteten Pfeil
verglichen wird.

Zur Laufzeit: Zwei Listen können in konstanter Zeit konkateniert
werden. Damit ist die Initialisierung der Listen in den Zeilen 2 und 7
und die Konkatenation in den Zeilen 6 und 11 in einer Zeit von O(p) ⊆
O(n) möglich. Die übrigen for-Schleifen haben jeweils eine Laufzeit
von O(m). ✷

Kapitel 7

Lösung zu Aufgabe 7.1

a. Sei w kürzester Weg, w = w1 ◦w2. Wäre w1 kein kürzester Weg,
dann existierte Weg w ′

1 mit α(w1) = α(w ′
1), ω(w ′

1) = ω(w ′
1) und

c(w ′
1) < c(w1). Dann wäre w ′

1 ◦w2 ein kürzerer Weg als w.
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Algorithmus A.9 Routine zur Berechnung des reduzierten Graphen

ALGORITHMUS BERECHNE REDUZIERTEN GRAPHEN

Input: ein Graph G = (V, R)

1 rufe Algorithmus 6.4 zur Berechnung der starken Zusammen-
hangskomponenten auf. Sei p die Anzahl der ZKs. Anstelle der
Ausgabe der ZK versieh jede Ecke v mit einer Nummer z[v] (1 ≤
z[v] ≤ p), die der Nummer der ZK entspricht.

2 Initialisiere die Listen L1 ← . . .← Lp = ∅

3 for all r = (v,w) ∈ R do {Sortieren nach der End-Ecke der Pfeile}

4 hänge r an die Liste Lz[w] an
5 end for
6 Konkateniere die Listen L← L1 + . . . + Lp.
7 Initialisiere die Listen L1 ← . . .← Lp = ∅

8 for all r = (v,w) ∈ L do {Sortieren nach der Anfangsecke der
Pfeile}

9 hänge r an die Liste Lz[v] an
10 end for
11 Konkateniere die Listen L← L1 + . . . + Lp.
12 Setze V̂ ← {1 . . . , p} {Berechnen von Ĝ = (V̂, R̂)}
13 Setze α← ω← 0

14 for all r = (v,w) ∈ L do
15 if z[v] �= α oder z[w] �= ω then
16 füge den Pfeil (z[v], z[w]) in R̂ ein
17 end if
18 setze α← z[v] und ω← z[w]
19 end for
Output: Der reduzierte Graph Ĝ = (V̂, R̂).

b. Baum Ts wird iterativ aufgebaut. Starte mit Ts = ({s},∅). Iteration
für v ∈ V , v �= s: Sei (r1, . . . , rk) kürzester Weg von s nach v.
Wähle j maximal, so daß für vj = ω(rj) gilt: g−(vj) = 1 (wenn
kein solches j existiert, setze j = 0 und v0 = s). Füge den Teilweg
(rj+1, . . . , rk) dem Baum zu.

Man zeigt durch Induktion: Der entstehende Graph Ts ist ein
Wurzelbaum mit Wurzel s, und es gilt distT (s, v) = distG(s, v).

Lösung zu Aufgabe 7.2

(a) Wir nennen im Folgenden einen Weg w mit s(w) = (v1, . . . , vn+1)
einen Grenzweg, falls v1, . . . , vn ∈ S und vn+1 ∈ V \S sind. Sei au-
ßerdem Si die Menge S nach der iten Iteration der while Schleife.
Es gelten folgende Invarianten:

(i) Für alle u ∈ Si gilt d[u] = δ(s, u) und für den kürzesten Weg
w von s nach u ist s(w) ⊆ Si, falls er existiert.

(ii) Für alle u ∈ V \ Si gilt

d[u] = min{ 5(w) : w ist Grenzweg mit α(w) = s und ω(w) = u }

bzw. d[u] =∞, falls kein solcher Grenzweg existiert.

Beweis: Induktion über |Sk| = k.
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(Induktionsanfang): k = 1

Da d[s] = 0 folgt S1 = {s} und (i) gilt offensichtlich. Nach der for
Schleife ab Zeile 12 gilt für alle u ∈ V \ S1, daß

d[u] = min{ 5(r) : r ∈ Adj[s] und ω(r) = u }

bzw. d[u] = ∞, falls es kein r ∈ Adj[s] gibt mit ω(r) = u. Da
Adj[s] alle Grenzwege enthält folgt Aussage (ii).

(Induktionsvoraussetzung): Es gelten die Invarianten (i) und (ii)
für ein k.

(Induktionsschritt): k→ k + 1

Sei Sk+1 = Sk ∪ {v}. Falls d[v] = ∞, dann gilt für alle Heap-
Elemente u, dass d[u] = ∞. Mit IV (ii) folgt, daß es für alle u ∈
V\Sk keinen Grenzweg von s nach u gibt. Somit ist v /∈ EG(s) und
(i) gilt. Desweiteren ist dann die Bedingung in Zeile 12 nie erfüllt.
Es finden also keine DECREASE-KEY Operationen statt und somit
folgt die Gültigkeit von (ii) nach IV.

Sei also im folgenden d[v] �= ∞. Annahme: δ(s, v) < d[v], d.h. es
existiert ein Weg w von s nach v mit 5(w) < d[v].

Nach IV (ii) hat für Sk der minimale Grenzweg von s nach v die
Länge d[v]. Somit ist w kein Grenzweg für Sk.

Sei u das erste Elemente der Spur von w, das nicht in Sk liegt und
sei w ′ der Teilweg von w mit s(w ′) = (s, . . . , u). Dann ist w ′ ein
Grenzweg von s nach v und mit IV (ii) folgt 5(w ′) ≥ d[u].

Da im (k + 1)ten Schritt v das minimale Heap-Element war, gilt
d[u] ≥ d[v]. Da 5 eine nicht negative Gewichtsfunktion ist, folgt
5(w) ≥ l(w ′) ≥ d[v] im Widerspruch zur Annahme, daß 5(w) <

d[v].

Nach Induktionsvoraussetzung, Teil (ii) existiert ein Grenzweg
von s nach v der Länge d[v], der somit gleichzeitig der kürzeste
Weg von s nach v ist. Dies zeigt (i). Es verbleibt zu zeigen, daß
(ii) gilt. Sei dazu u ∈ V \ Sk+1. Wir bezeichnen mit d[u] und
d[v] die Werte d bei Entfernen von v aus dem Heap, aber vor den
DECREASE-KEY Operationen.

Für die Länge 5(w) eines kürzesten Sk+1-Grenzweges w von s

nach u gilt:

5(w) = min
(

min{ 5(w ′) : w ′ ist Sk-Grenzweg von s nach u },

(A.7)

δ(s, v) + min{ c(r) : α(r) = v ∧ ω(r) = u }
)
(A.8)

Nach Induktionsvoraussetzung ist der Term in (A.8) gleich d[u].
Der zweite Term in (A.8) entspricht nach Induktionsvorausset-
zung

d[v] + min{ c(r) : α(r) = v ∧ ω(r) = v }
)

Somit gilt:

5(w) = min
(
d[u], d[v] + min{ c(r) : α(r) = v ∧ ω(r) = v }

)
(A.9)

Nach den DECREASE-KEY Operationen, die auf das Entfernen
von v aus Q folgen, wird der neue Wert d[u] aber genau auf den
Wert aus (A.9) gesetzt. Dies zeigt (ii). ✷
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(b) Im Verlauf des Algorithmus werden genau n := |V | Elemente in
den Heap eingefügt, die alle wieder entfernt werden. Nur die
Betrachtung eines Pfeiles gibt Anlass zu einer Schlüsselvermin-
derung und jeder Pfeil wird höchstens einmal betrachtet. Es er-
gibt sich also eine Folge von |V | INSERT Operationen, n EXTRACT-
MIN Operationen, sowie höchstens m := |R| DECREASE-KEY Ope-
rationen. Unter Verwendung eines Fibonacci-Heaps folgt mit
Satz 5.19, dass man den Algorithmus so implementieren kann,
dass er in Zeit O(n log n + m) läuft.

Lösung zu Aufgabe 7.3

Der Beweis aus Aufgabe 7.1 bleibt auch gültig, falls statt nichtnegativer
Gewichtsfunktionen beliebige zugelassen werden, solange vermieden
wird, daß Kreise negativer Länge zu Distanzen −∞ führen.

Lösung zu Aufgabe 7.4

Wir nutzen die Monotonie der Logarithmus-Funktion, um die Suche
nach einem zuverlässigsten Weg zurückzuführen auf die Suche nach
einem kürzesten Weg. Ein Weg (r1, · · · , rk) hat genau dann maximale
Zuverlässigkeit

k∏
i=1

(1 − f(ri)) ,

wenn der Wert

log
k∏

i=1

(1 − f(ri)) =

k∑
i=1

log(1 − f(ri))

maximal, also

k∑
i=1

− log(1 − f(ri))

minimal ist.

Lösung zu Aufgabe 7.5

(a) Der Algorithmus ist identisch zum Algorithmus von Dijkstra (Al-
gorithmus 7.3) für den Spezialfall, daß c(v) = 1 für alle v ∈ V gilt.
Um dies zu beweisen zeigen wir, daß das erste Element der Liste
L jeweils ein Knoten mit minimalem d[v] ist, dessen Nachfolger
noch nicht betrachtet wurden. Das Entfernen des ersten Listen-
elements entspricht dann dem EXTRACT-MIN-Schritt im Dijkstra-
Algorithmus.

Behauptung: Zu jedem Zeitpunkt gilt L = {v1, . . . , vk, . . . , vl} wo-
bei d[vi] + 1 = d[vj] für alle 0 < i ≤ k < j ≤ l.

Für die Initialisierung L = {s} ist die Behauptung trivial.

Bei jedem Durchlauf der while-Schleife bleibt diese Eigenschaft
von L erhalten. Sei zu Beginn L = {u = v1, . . . , vk, . . . , vl}, so gilt



148 A Lösungen zu den Übungsaufgaben

nach Entfernen von u und eventuellem Hinzufügen von Nachfo-
gerknoten vl+1, . . . , vm L = {v2, . . . , vm} mit d[vi] + 1 = d[vj] für
1 < i ≤ k < j ≤ m.

Hieraus folgt nun, daß die Knoten monoton wachsende Distanz-
werte d[] zugewiesen bekommen. Damit ist auch ausgeschlossen,
daß ein Knoten ein zweites mal betrachtet wird, denn der zuge-
wiesene Wert kann sich nicht verbessern und der Test in Zeile 6
wird nicht mehr erfüllt.

Zu betrachten ist noch der Fall der Ecken v mit δ(s, v) = ∞.
Diese werden vom Algorithmus nach der Initialisierung nicht
mehr betrachtet. Dies ist aber kein wesentlicher Unterschied zum
Dijkstra-Algorihmus, da auch dieser ihren Distanzwert nicht än-
dert.

Die übrige Behauptung folgt nun aus Lemma 7.8.

(b) Wie in Teil (a) bewiesen, wird jede Ecke und damit auch jeder
Pfeil höchstens einmal betrachtet.

Da sich die verwendeten Listenoperationen in konstanter Zeit
ausführen lassen (z.B. Implementierung als Ringpuffer) ergibt
sich eine Laufzeit von O(|V | + |R|).

Lösung zu Aufgabe 7.6

1. Fall: δ(s, v) = −∞. Dann ist die Ungleichung offenbar immer erfüllt.

2. Fall: δ(s, v) = +∞. Dann ist v /∈ EG(s). Sei r = (u, v) ∈ R. Wäre
u ∈ EG(s), dann über r auch v ∈ EG(s), ein Widerspruch. Also
ist u /∈ EG(s), d. h. δ(s, u) = +∞, und die Ungleichung gilt wie
behauptet.

Kapitel 8

Lösung zu Aufgabe 8.1

Sei β �≡ 0 die aktuelle Strömung in der i-ten Iteration. Ermittle einen
Knoten v ∈ V mit β+(v) > 0. Durchlaufe einen von v ausgehenden
Pfeil r mit β(r) > 0. Da β Strömung ist, gilt β+(ω(r)) > 0. Wiederhole
das Durchlaufen, bis nach höchstens |V | Schritten ein Kreis C gefunden
wurde. Ermittle ε := minr∈C β(r). Setze βi(r) := ε für die Pfeile r ∈ C

und gleich null sonst, ferner β := β − βi. Iteriere, bis β ≡ 0.
Da in jeder Iteration die Strömung auf mindestens einem Pfeil null

wird, bricht das Verfahren nach höchstens k = |R| Iterationen ab. Of-
fenbar gilt β =

∑k
i=1 βi.

Lösung zu Aufgabe 8.2

a. Es gilt:

γ(r) = β(r) + γβ(r+) − γβ(r−) .

b. Für γ(r) > β(r) ist

γβ(r+) = γ(r) − β(r) > 0, γβ(r−) = 0 .
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Damit sind die Kosten im Inkrementgraphen

kβ(r+) · γβ(r+) = k(r) · (γ(r) − β(r)) = k(r)γ(r) − k(r)β(r) .

Für γ(r) < β(r) ist

γβ(r+) = 0 γβ(r−) = β(r) − γ(r) > 0 .

Damit sind die Kosten im Imkrementgraphen

kβ(r−) · γβ(r−) = −k(r) · (β(r) − γ(r)) = k(r)γ(r) − k(r)β(r) .

c. „⇒“: Widerspruchsannahme: Sei C = (rδ1

1 , . . . , r
δp
p ) ein Kreis

in Gβ mit δi ∈ {+,−} und
∑

i k(rδi

i ) < 0. Wähle ε := mini c(rδi

i )
als die kleinste Kapazität im Kreis und γβ als die Kreisströmung
vom Wert ε entlang C. Die Kosten sind dann kβ(γβ) = ε ·∑

i k(rδi

i ) < 0.

Sei γ die induzierte Strömung im Ausgangsgraphen. Da γβ zu-
lässig in Gβ ist, ist nach Teilaufgabe a auch γ zulässig in G. Weiter
ist γ Strömung zum Wert F, weil der ausgezeichnete Pfeil nicht im
Kreis enthalten ist.

Für die Kosten von γ gilt nach Teilaufgabe a:

k(γ) = k(β) + kβ(γβ) < k(β) ,

also war β nicht kostenminimal.

„⇐“: Sei β Strömung zum Flußwert F und Gβ enthalte keinen
Kreis negativer Kosten. Sei γ eine zweite zulässige Strömung zum
Flußwert F. Dann ist γβ zulässige Strömung in Gβ. Diese läßt sich
nach Aufgabe 8.1 in eine Summe von Kreisströmungen zerlegen,
deren Kosten nach Voraussetzung nichtnegativ sind. Damit ist

k(γ) = k(β) + k(γβ) ≥ k(β) ,

also ist β kostenminimal.
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Lösung zu Aufgabe 8.3

a. Es gilt

2·
∑
r∈R

β(r)∆(r) =
∑
v∈V

∑
r∈R

α(r)=v

β(r)∆(r) +
∑
v∈V

∑
r∈R

ω(r)=v

β(r)∆(r) =

=
∑
v∈V

∑
r∈R

α(r)=v

β(r)π(ω(r)) −
∑
v∈V

∑
r∈R

α(r)=v

β(r)π(α(r)) +

+
∑
v∈V

∑
r∈R

ω(r)=v

β(r)π(ω(r)) −
∑
v∈V

∑
r∈R

ω(r)=v

β(r)π(α(r)) =

=
∑
v∈V

∑
r∈R

α(r)=v

β(r)π(ω(r)) −
∑
v∈V

π(v)β+(v) +

+
∑
v∈V

π(v)β−(v) −
∑
v∈V

∑
r∈R

ω(r)=v

β(r)π(α(r)) =

=
∑
v∈V

∑
r∈R

α(r)=v

β(r)π(ω(r)) −
∑
v∈V

∑
r∈R

α(r)=v

β(r)π(α(r)) =

=
∑
r∈R

β(r)∆(r) ,

also
∑

r∈R β(r)∆(r) = 0.

b. „(i)⇒(ii)“: Induktive Konstruktion. Wähle im i-ten Schritt eine
Ecke v im aktuellen Graphen mit d−(v) = 0. Diese existiert wegen
der Kreisfreiheit von G.

Setze π(v) := i, und entferne v mit allen inzidenten Pfeilen. Da die
Zielecke ω(r) jedes hier entfernten Pfeiles r später gelabelt wird,
folgt ∆(r) > 0. Ferner ist der entstehende Graph wieder kreisfrei.

„(ii)⇒(iii)“: Nach Teilaufgabe a ist β∆ = 0. Da ∆(r) > 0 und
β(r) ≥ 0, ist jeder Summand nichtnegativ. Da die Summe null ist,
muß jeder Summand gleich null sein. Wegen ∆(r) > 0 folgt dann
β(r) = 0 für alle r ∈ R.

„(iii)⇒(i)“: Sei G nicht kreisfrei, C ein Kreis, ε die Mindestkapa-
zität auf C. Dann ist β(r) := ε für r ∈ C und β(r) := 0 sonst eine
Strömung in G.

Kapitel 9

Kapitel 10
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Notationen





Schlußbemerkungen und
Dank

Das Skript wurde in der Hoffnung erstellt, daß es Studentinnen oder
Studenten eine Einführung in graphentheoretische Algorithmen er-
möglicht. Vielleicht weckt es ja auch bei einigen die Freude an der
Graphentheorie.

Das Skript wird weiterhin aktualisiert (und dabei hoffentlich ver-
bessert) werden. Leider enthält es noch immer Tippfehler. Für Anre-
gungen und Verbesserungsvorschläge (auch inhaltlicher Natur) bin ich
jederzeit dankbar. Ich möchte mich an dieser Stelle nochmals für die
hilfreichen Kommentare derjenigen Studenten bedanken, die sich die
Mühe gemacht haben, mich auf Fehler und Ungereimtheiten hinzuwei-
sen: Bernd Hirschfeld, Rouven Lepenis, Michael Menth. Ich entschul-
dige mich für die Namen derjenigen, die ich unabsichtlich vergessen
haben sollte.

Würzburg, im Sommer 1997 Sven Oliver Krumke

Schlußbemerkung

Im Rahmen der Vorlesung »Graphentheoretische Methoden und Algo-
rithmen«, die von Herrn Prof. Noltemeier im Sommersemester 1999
an der Universität Würzburg gehalten wurde, ist dieses Skript erneut
zum Einsatz gekommen. Es wurde dabei um das Kapitel über planare
Graphen und um Abschnitte zu kostenminimalen Strömungen und zu
spannenden Wurzelbäumen ergänzt, zudem wurden neue Übungsauf-
gaben aufgenommen und die Lösungen vervollständigt. Ferner konn-
ten eine Reihe von Fehlern berichtigt werden, für deren Aufspürung
insbesondere Thomas Heilmann Dank gesagt sei.

Würzburg, im Dezember 1999 Hans-Christoph Wirth
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